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P r e fa c e

T h e se n o te s w e re d e v e lo p e d in o rd e r to su p p le m e n t th e le c tu re s fo r th e M E 4 8 1 1 , a c o u rse o n
sta te sp a c e a n a ly sis a n d d e sig n o f c o n tro l sy ste m s. T h e c o n te n ts re ° e c t th e in ° u e n c e fro m
o th e r p re re q u isite c o u rse s a s w e ll e le c tiv e s in th e D y n a m ic s a n d C o n tro l G ro u p o f th e M E
D e p a rtm e n t. T h e m a te ria l o f th e c o u rse is ta ilo re d a ro u n d o n e a c a d e m ic q u a rte r (1 1 w e e k s)
w ith 5 c o n ta c t h o u rs (4 fo r le c tu re s a n d 1 fo r e x a m p le s) p e r w e e k .
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1 I N T R O D U C T I O N

U n lik e \ c la ssic a l c o n tro l" th e o ry (M E 3 8 0 1 ) w h ich is b a se d o n L a p la c e tra n sfo rm re p re -
se n ta tio n s, \ m o d e rn c o n tro l" d e a ls d ire c tly w ith sy ste m s d e sc rib e d in o rd in a ry d i® e re n tia l
e q u a tio n fo rm . W e a ssu m e th a t g iv e n a p h y sic a l sy ste m , w e h a v e a lre a d y d e v e lo p e d o u r
e q u a tio n s o f m o tio n , in o th e r w o rd s th e m o d e lin g p a rt is c o m p le te . T h e g o a l h e re is to a ® e c t
th e d y n a m ic re sp o n se o f th e sy ste m su ch th a t it p e rfo rm s a sp e c ī c ta sk in a sa tisfa c to ry
w a y . T h e ¯ rst th in g w e h a v e to d o is to re w rite o u r d i® e re n tia l e q u a tio n s o f m o tio n in th e ir
sta te spa ce fo rm .

1 .1 S t a t e V a r ia b le S y s t e m D e s c r ip t io n

T h e sta te is a se t o f q u a n titie s su ch th a t g iv e n in itia l c o n d itio n s x (t ) a n d a ll fu tu re in p u ts0

u (t), a ll fu tu re re sp o n se x (t) fo r t > t is u n iq u e ly d e te rm in e d . If n o t e n o u g h in itia l c o n d itio n s0

a re sp e c ī e d , th e n m o re th a n o n e re sp o n se s m a y b e o b ta in e d ; if to o m a n y in itia l c o n d itio n s
a re sp e c ī e d , th e n a so lu tio n m a y n o t b e p o ssib le . T h e re fo re , w e c a n se e th a t fo r a n y
d y n a m ic a l sy ste m th e n u m b e r o f sta te s is u n iq u e ; th e ch o ic e , h o w e v e r, is n o t.

T h e sta te equ a tio n s a re a c o u p le d se t o f ¯ rst{ o rd e r lin e a r d i® e re n tia l e q u a tio n s in th e
sta te v a ria b le s; i.e .,

_x = A x + B u ;

w h e re

x : sta te v e c to r; n £ 1 ;
A : o p e n { lo o p d y n a m ic s m a trix ; n £ n ;

u : c o n tro l v e c to r; m £ 1 ;
B : c o n tro l d istrib u tio n m a trix ; n £ m ;

a lo n g w ith th e o u tp u t e q u a tio n
y = C x ;

w h e re

y : o u tp u t v e c to r; r £ 1 ;
C : se n so r c a lib ra tio n m a trix ; r £ n :

P h y sic a lly , fo r m e ch a n ic a l sy ste m s, x re p re se n ts th e c o lle c tio n o f p o sitio n s a n d v e lo c itie s o f
th e b o d y (so fo r a c o m p le te d e sc rip tio n th is m u st b e tw ic e th e n u m b e r o f d e g re e s o f fre e d o m ),
u is th e v a rio u s a c tu a to rs (su c h a s th ru ste rs, ru d d e rs, p ro p u lso rs), a n d y th e o u tp u ts (w h a t
is a v a ila b le to u s th ro u g h o b se rv a tio n o r m e a su re m e n ts).

A s a n e x a m p le , c o n sid e r th e sp rin g { m a ss{ d a m p e r sy ste m sh o w n in F ig u re 1 . T h e e q u a -
tio n s o f m o tio n a re

m Äx + k x + c _x + c ( _x ¡ _x ) = f (t) ;a a a a a a 1 a b

m Äx + k x + c _x + c ( _x ¡ _x ) = 0 :b b b b b b 1 b a
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If w e ta k e a s sta te s th e p o sitio n a n d v e lo c ity o f e a c h m a ss

x = x ;1 a

x = _x ;2 a

x = x ;3 b

x = _x ;4 b

w e h a v e th e e q u a tio n s in sta te fo rm a s

_x = x ;1 2

k c + c c 1a a 1 1_x = ¡ x ¡ x + x + f ;2 1 2 4m m m ma a a a
_x = x ;3 4

k c + c cb b 1 1_x = ¡ x ¡ x + x ;4 3 4 2m m mb b b

a n d th e A , B m a tric e s a re
2 3

0 1 0 0
6 7k c + c ca a 1 16 7¡ ¡ 06 76 7m m ma a aA = 6 7 ;6 70 0 0 16 74 5c k c + c1 b b 10 ¡ ¡

m m mb b b

a n d 2 3
0

6 716 76 7B = 6 7 :m a6 74 50
0

It sh o u ld b e e m p h a siz e d th a t h e re w e tre a t th e e x te rn a l fo rc e f a s o u r c o n tro l in p u t, th is
is o f c o u rse le g itim a te if w e ca n a n d a re w illin g to c h a n g e f a t w ill so th a t w e c a n a ® e c t
th e re sp o n se o f th e sy ste m . T h is is n o t a lw a y s th e c a se o f c o u rse ; th e re a re e x te rn a l fo rc e s
th a t a ® e c t a g iv e n sy ste m a n d th e y a c t d e sp ite o u r w ill o r e v e n k n o w le d g e . T h e se a re c a lle d
d istu rba n ces, a n d a m o re g e n e ra l fo rm o f th e sta te e q u a tio n s is

_x = A x + B u + ¡ w ;

w h e re

w : d istu rb a n c e v e c to r; d £ 1 ;
¡ : d istu rb a n c e d istrib u tio n m a trix ; n £ d :

T h e a b o v e e q u a tio n s a re lin e a r; m a n y d y n a m ic a l sy ste m s, h o w e v e r, y ie ld n o n lin e a r e q u a -
tio n s o f m o tio n . T h e c o n tro l d e sig n p ro b le m is sig n ī c a n tly sim p lī e d w h e n d e a lin g w ith
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lin e a r e q u a tio n s a n d in su ch a c a se w e n e e d to lin e a riz e th e o rig in a l n o n lin e a r e q u a tio n s
a b o u t a n o m in a l o p e ra tin g p o in t. T h is n o m in a l p o in t is p h y sic a lly d e ¯ n e d u su a lly b y th e
d e sig n e r a n d , ro u g h ly sp e a k in g , sh o u ld b e th e c o n d itio n w h e re th e sy ste m is e x p e c te d to
sp e n d m o st o f its life a t. U su a lly , th is is so m e so rt o f sta tic e q u ilib riu m o f th e sy ste m w h ich
c o rre sp o n d s to a sp e c ī e d v a lu e fo r th e c o n tro l e ® o rt.

T o fo rm a liz e th in g s sa y w e h a v e a n o n lin e a r sy ste m o f sta te e q u a tio n s

_x = f (x ; u ) :

F ix th e c o n tro l v e c to r u = u , th e n0

_x = f (x ; u ) :0

S o lv e th e n o n lin e a r c o u p le d a lg e b ra ic se t o f e q u a tio n s

f (x ; u ) = 0 ;0

to g e t th e so lu tio n x = x . T h is is o u r n o m in a l p o in t, a n d so lu tio n o f th is se t o f e q u a tio n s is0

th e m o st d i± c u lt p a rt o f th e lin e a riz a tio n p ro c e ss. O n c e x h a s b e e n o b ta in e d , w e lin e a riz e0

_x = f (x ; u ) a ro u n d th e n o m in a l p o in t (x ; u ) = (x ; u ). T o d o th is w e e x p a n d in T a y lo r0 0

se rie s a n d k e e p th e ¯ rst o rd e r te rm s o n ly ,
¯ ¯¯ ¯@ f @ f¯ ¯f (x ; u ) = ¯ (x ¡ x ) + ¯ (u ¡ u ) :0 0¯ ¯@ x @ u(x ;u ) (x ;u )0 0 0 0

T h e n b y a ssu m in g th e ch a n g e in c o o rd in a te s

x ! x ¡ x ;0

u ! u ¡ u ;0

th e lin e a riz e d sy ste m b e c o m e s
_x = A x + B u ;

w h e re A a n d B a re th e c o n sta n t J a c o b ia n m a tric e s o f p a rtia l d e riv a tiv e s e v a lu a te d a t th e
n o m in a l p o in t (x ; u )0 0

¯̄
@ f ¯A = ¯ ;¯@ x (x ;u )0 0¯̄
@ f ¯B = ¯ :¯@ u (x ;u )0 0

T h e e le m e n ts o f A a re g iv e n b y

@ f iA = [a ] ; w h e re a = ;ij ij @ x j

a n d sim ila rly fo r B .
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A s a n e x a m p le , c o n sid e r th e sim p le p e n d u lu m sh o w n in F ig u re 2 . T h e e q u a tio n o f m o tio n
is

2 Äm ` µ + m g ` sin µ = T ;

o r
T g2 2Äµ + ! sin µ = ; ! = :n n2m ` `

S e le c t a s sta te v a ria b le s

x = ! µ ;1 n

_x = µ :2

T h e sta te e q u a tio n s a re th e n

_x = ! x ;1 n 2 µ ¶x T12_x = ¡ ! sin + :2 n 2! m `n

F o r e q u ilib riu m (w ith n o e x c ita tio n , T = 0 )
x 1sin = 0 ) (x ) = 0 o r (x ) = ¼ ! ;1 0 1 0 n! n

! x = 0 ) (x ) = 0 :n 2 2 0

If w e ch o o se th e d o w n p o sitio n to lin e a riz e w e g e t
x x1 1sin =
! !n n

a n d th e lin e a riz e d e q u a tio n s a re

_x = ! x ;1 n 2

T
_x = ¡ ! x + ;2 n 1 2m `

o r 2 3" # " #" # 0_x 0 ! x1 n 1 4 5= + 1 T :|{z}_x ¡ ! 0 x2 n 2 2 u| {z }| {z } m `| {z }xA B

E x a m p le : C o n sid e r th e fo llo w in g e q u a tio n s o f m o tio n fo r a su b m a rin e in th e d iv e p la n e
(re fe r to F ig u re 3 )

2(m ¡ Z ) _w ¡ (Z + m x ) _q = Z U w + (Z + m )U q + m z q_w _q G w q G
2+ (W ¡ B ) c o s µ + Z U ± ;±

(I ¡ M ) _q ¡ (M + m x ) _w = M U w + (M ¡ m x )U qy _q _w G w q G
2¡ (x W ¡ x B ) c o s µ ¡ (z W ¡ z B ) sin µ ¡ m z w q + M U ± ;G B G B G ±

_µ = q ;
_z = ¡ U sin µ + w c o s µ ;
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w h e re

U = fo rw a rd sp e e d ;
w = h e a v e v e lo c ity ;

q = p itc h ra te ;
µ = p itc h a n g le ;
± = d iv e p la n e a n g le ;
z = d e p th ;

W = w e ig h t ;
B = b u o y a n c y ;
m = m a ss ;
I = m a ss m o m e n t o f in e rtia ;y

(x ; z ) = c o o rd in a te s o f c e n te r o f g ra v ity ;G G

(x ; z ) = c o o rd in a te s o f c e n te r o f b u o y a n c y ;B B

Z = h e a v e fo rc e h y d ro d y n a m ic c o e ± c ie n t ;w

M = p itc h m o m e n t h y d ro d y n a m ic c o e ± c ie n t :q

N o w sa y w e w a n t to lin e a riz e th e se e q u a tio n s fo r a le v e l ° ig h t p a th w h e n th e d iv e p la n e a n g le
is z e ro , ± = 0 . T h e n b y se ttin g a ll tim e d e riv a tiv e s to z e ro (th is c o rre sp o n d s to e q u ilib riu m )0

w e g e t

Z U w + (W ¡ B ) c o s µ = 0 ;w 0 0

M U w ¡ (x W ¡ x B ) c o s µ ¡ (z W ¡ z B ) sin µ = 0 ;w 0 G B 0 G B 0

q = 0 ;0

¡ U sin µ + w c o s µ = 0 :0 0 0

If w e a ssu m e th a t th e b o a t is n e u tra lly b u o y a n t x = x a n d W = B , w e h a v eG B

Z U w = 0 ;w 0

M U w ¡ (z ¡ z )B sin µ = 0 ;w 0 G B 0

¡ U sin µ + w c o s µ = 0 ;0 0 0

fro m w h ich w e c a n g e t th e n o m in a l p o sitio n

w = q = 0 ; a n d sin µ = 0 ;0 0 0

w h ich m e a n s
µ = 0 ; o r µ = ¼ :0 0

T h e se c o rre sp o n d to th e tw o p o ssib le sta tic e q u ilib riu m p o sitio n s, lik e a re g u la r o r lik e a n
in v e rte d p e n d u lu m .

If w e ch o o se to lin e a riz e a ro u n d th e µ = 0 e q u ilib riu m w e h a v e0

2q = (2 q )q = 0 ;0
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w q = (w )q + (q )w = 0 ;0 0

sin µ = (c o s µ )µ = µ ;0

w c o s µ = (¡ w sin µ )µ + (c o s µ )w = w :0 0 0

T h e lin e a r e q u a tio n s o f m o tio n a re th e n w ritte n a s

2(m ¡ Z ) _w ¡ (Z + m x ) _q = Z U w + (Z + m )U q + Z U ± ;_w _q G w q ±
2(I ¡ M ) _q ¡ (M + m x ) _w = M U w + (M ¡ m x )U q ¡ (z ¡ z )W µ + M U ± ;y _q _w G w q G G B ±

_µ = q ;
_z = ¡ U µ + w :

In sta te sp a c e fo rm th e se a re w ritte n a s
2 3 2 32 3 2 3_ 0 0 1 0 µ 0µ
6 7 6 76 7 6 72a z a U a U 0 w b U_w6 7 6 76 7 6 71 3 G B 1 1 1 2 16 7 = 6 76 7+ 6 7 ± ;2 |{z}4 5 4 54 5 4 5a z a U a U 0 q b U_q 2 3 G B 2 1 2 2 2 u¡ U 1 0 0 z 0_z

| {z }| {z } | {z }| {z }
xA B_x

w h e re th e c o e ± c ie n ts a , b a re g iv e n b yij i

D = (m ¡ Z )(I ¡ M ) ¡ (m x + Z )(m x + M ) ;v _w y _q G _q G _w

a D = (I ¡ M )Z + (m x + Z )M ;1 1 v y _q w G _q w

a D = (I ¡ M )(m + Z ) + (m x + Z )(M ¡ m x ) ;1 2 v y _q q G _q q G

a D = ¡ (m x + Z )W ;1 3 v G _q

b D = (I ¡ M )Z + (m x + Z )M ;1 v y _q ± G _q ±

a D = (m ¡ Z )M + (m x + M )Z ;2 1 v _w w G _w w

a D = (m ¡ Z )(M ¡ m x ) + (m x + M )(m + Z ) ;2 2 v _w q G G _w q

a D = ¡ (m ¡ Z )W ;2 3 v _w

b D = (m ¡ Z )M + (m x + M )Z ;2 v _w ± G _w ±

a n d z = z ¡ z is th e m e ta c e n tric h e ig h t. W e w ill u se th e a b o v e e q u a tio n s o f m o tio nG B G B

a s o u r m a in e x a m p le c a se in th e se n o te s. It sh o u ld b e n o te d th a t th e e q u a tio n s c o rre sp o n d
to S w im m e r D e liv e ry V e h ic le 1 7 :5 fe e t in le n g th . T h is is n o t n e e d e d in th e c a lc u la tio n s th a t
fo llo w b u t it g iv e s a n id e a o f th e siz e s in v o lv e d . O n e th in g w e h a v e to e m p h a siz e is th a t in
th e su b m a rin e e x a m p le s in th e se n o te s U is th e fo rw a rd sp e e d (n o t c o n tro l). T h e c o n tro l is
d e sig n a te d b y ± ; th is is sta n d a rd n o ta tio n (se e M E 4 8 2 3 fo r m o re d e ta ils).

1 .2 F r o m B lo c k D ia g r a m s t o S t a t e E q u a t io n s

T h e tra n sitio n b e tw e e n b lo ck d ia g ra m fo rm (w h a t w e w e re u sin g in M E 3 8 0 1 ) a n d sta te
e q u a tio n s (w h a t w e a re u sin g in M E 4 8 1 1 ) is re la tiv e ly sim p le a n d c a n b e d iv id e d in to a
se rie s o f d i® e re n t c a se s.
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1 . S t a t e e q u a t io n s fr o m b lo c k d ia g r a m

S u p p o se w e h a v e th e b lo ck d ia g ra m sh o w n in F ig u re 4 , a n d w e w a n t to w rite a se t o f sta te
e q u a tio n s fo r th is sy ste m . W e o b se rv e th a t th e sy ste m is th ird o rd e r (it h a s th re e in te g ra to rs,
so its c h a ra c te ristic e q u a tio n w ill b e th ird o rd e r). T h e re fo re , w e n e e d th re e sta te e q u a tio n s
a n d th re e sta te s. O n e c h o ic e is to ta k e a s sta te s th e o u tp u ts o f th e in te g ra to r b lo c k s. T h is
w a y w e g e t

_x = x ;1 2

_x = x ;2 3

_x = ¡ 6 x ¡ 1 1 x ¡ 6 x + 6 u ;3 1 2 3

a n d th e o u tp u t e q u a tio n
y = x :1

T h e A , B , a n d C m a tric e s a re
2 3 2 3

0 1 0 0 h i6 7 6 7A = 0 0 1 ; B = 0 ; C = 1 0 0 :4 5 4 5
¡ 6 ¡ 1 1 ¡ 6 6

W e n o te th a t th e a b o v e ch o ic e o f sta te s is n o t u n iq u e , w e c o u ld h a v e se le c te d a s sta te s th e
o u tp u ts o f th e th re e fe e d b a ck b lo ck s; th is w o u ld h a v e p ro d u c e d a d i® e re n t b u t e q u iv a le n t
(w ith th e sa m e in p u t{ o u tp u t re la tio n sh ip ) sy ste m o f sta te e q u a tio n s.

2 . B lo c k d ia g r a m fr o m s t a t e e q u a t io n s

C o n sid e r th e fo llo w in g sy ste m o f sta te e q u a tio n s

_x = a x + a x + b u ;1 1 1 1 1 2 2 1

_x = a x + a x + b u ;2 2 1 1 2 2 2 2

y = c x + c x :1 1 2 2

T h e A , B , C m a tric e s h e re a re
" # " # h ia a b1 1 1 2 1A = ; B = ; C = c c :1 2a a b2 1 2 2 2

T h e b lo ck d ia g ra m is c o n stru c te d a s sh o w n in F ig u re 5 .

3 . B lo c k d ia g r a m a n d s t a t e e q u a t io n s fr o m d i® e r e n t ia l e q u a t io n

C o n sid e r th e tra n sfe r fu n c tio n b e tw e e n in p u t u a n d o u tp u t y

y b s + b1 0= ;3 2u s + a s + a s + a2 1 0

w h ich is e q u iv a le n t to th e d i® e re n tia l e q u a tio n

(iii)y + a Äy + a _y + a y = b _u + b u :2 1 0 1 0
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T h is is a th ird o rd e r sy ste m , so w e n e e d th re e sta te s. L e t o u r ¯ rst sta te b e

x = y ;1

so 2 3
x 1h i6 71 0 0 xy = :4 52

x 3

S u b stitu te x = y in to th e e q u a tio n ,1

(iii)x + a Äx + a _x + a y = b _u + b u :2 1 1 1 0 1 01

T o lo w e r th e o rd e r le t

_x = x ; th is is o u r ¯ rst sta te e q u a tio n1 2

a n d su b stitu te a g a in
Äx + a _x + a x + a x = b _u + b u :2 2 2 1 2 0 1 1 0

N o w if w e su b stitu te x = _x w e se e th a t th e _u te rm in th e e q u a tio n w ill su rv iv e , a n d3 2

th is g o e s a g a in st o u r g e n e ra l sta te sp a c e fo rm _x = A x + B u . T o e lim in a te th e _u te rm w e
su b stitu te

x = _x ¡ b u o r3 2 1

_x = x + b u th is is o u r se c o n d sta te e q u a tio n2 3 1

O n e m o re su b stitu tio n w ill th e n re su lt in

_x + b _u + a x + a b u + a x + a x = b _u + b u ;3 1 2 3 2 1 1 2 0 1 1 0

o r
_x = ¡ a x ¡ a x ¡ a x + (b ¡ a b )u ;3 2 3 1 2 0 1 0 2 1

w h ich is th e th ird sta te e q u a tio n .

T h e sta te e q u a tio n s a re
2 3 2 32 3 2 3

_x 0 1 0 x 01 1
6 7 6 76 7 6 7_x = 0 0 1 x + b u ;4 5 4 54 5 4 52 2 1

_x ¡ a ¡ a ¡ a x b ¡ a b3 0 1 2 3 0 2 1

a n d th e o u tp u t e q u a tio n 2 3
x 1h i6 71 0 0 xy = :4 52

x 3

T h e a b o v e fo rm o f th e A m a trix is c a lle d a c o m p a n io n fo rm (n e g a tiv e c o e ± c ie n ts in th e la st
ro w , a n d o n e s in th e su p e rd ia g o n a l).

T h e b lo ck d ia g ra m a p p e a rs a s sh o w n in F ig u re 6 .
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1 .3 F r o m S t a t e E q u a t io n s t o T r a n s fe r F u n c t io n

C o n sid e r th e sta n d a rd sta te sp a c e sy ste m

_x = A x + B u ;
y = C x :

In th e L a p la c e d o m a in (w ith z e ro in itia l c o n d itio n s) th is b e c o m e s

s X (s ) = A X (s ) + B U (s ) ;
Y (s ) = C X (s ) ;

o r
¡ 1(s I ¡ A )X = B U = ) X = (s I ¡ A ) B U ;

¡ 1Y = C (s I ¡ A ) B U :

If w e c o m p a re th e la st e x p re ssio n w ith

Y (s ) = G (s )U (s ) ; w h e re G (s ) is th e tra n sfe r fu n c tio n

w e c a n se e th a t
¡ 1G (s ) = C (s I ¡ A ) B ;

is th e tra n sfe r fu n c tio n o f th e sy ste m . T h is is o f th e fa m ilia r M E 3 8 0 1 fo rm o n ly in th e
c a se o f a sin g le in p u t sin g le o u tp u t (S IS O ) sy ste m (i.e ., b o th u a n d y a re sc a la rs in ste a d o f
v e c to rs). In th e m o re g e n e ra l c a se o f a m u ltip le in p u t m u ltip le o u tp u t sy ste m (M IM O ), it
is a tra n sfe r fu n c tio n m a trix a n d its in d iv id u a l e le m e n ts c o n sist o f tra n sfe r fu n c tio n s in th e
u su a l se n se . It c a n b e th o u g h t o f a s a m a trix o f in ° u e n c e c o e ± c ie n ts (th e ij e le m e n t o f th e
m a trix d e p ic ts th e tra n sfe r fu n c tio n b e tw e e n th e i{ th o u tp u t a n d th e j { in p u t).

T h e a b o v e h e lp s in c o n stru c tin g c o m p a c t g e n e ric b lo ck d ia g ra m s, a s sh o w n in F ig u re 7 .

_x = A x + B u ; y = C x

1 .4 P o le s a n d Z e r o s

R e c a ll th a t fo r a sy ste m in th e fo rm

_x = A x + B u ; y = C x

its tra n sfe r fu n c tio n is w ritte n a s
¡ 1G (s ) = C (s I ¡ A ) B :

T h e po le s o f th e tra n sfe r fu n c tio n a re d e ¯ n e d a s th o se v a lu e s o f s w h e re th e d e n o m in a to r
g o e s to z e ro . T h is m e a n s th a t

(s I ¡ A ) is a sin g u la r m a trix , o r
d e t[s I ¡ A ] = 0 o r
s = e ig e n v a lu e o f A :
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T h e zero s o f th e tra n sfe r fu n c tio n a re u su a lly d e ¯ n e d fo r S IS O sy ste m s. In su c h a c a se
w e h a v e h i

¡ 1G (s ) = d e t C (s I ¡ A ) B ;
a n d u sin g p ro p e rtie s o f th e d e te rm in a n t w e g e t

¡ 1d e t[s I ¡ A ] ¢ d e t[C (s I ¡ A ) B ]¡ 1d e t[C (s I ¡ A ) B ] =
d e t[s I ¡ A ]

" #
s I ¡ A ¡ Bd e t C 0

=
d e t[s I ¡ A ]

w h e re w e u se d th e fa c t th a t
" #

A B ¡ 1d e t = d e t A ¢ d e t[D ¡ C A B ] :C D

T h e re fo re , th e z e ro s o f G (s ) a re so lu tio n s o f
" #

s I ¡ A ¡ Bd e t = 0 :C 0

A s a n e x a m p le , sa y w e h a v e th e sy ste m

_x = ¡ 3 x + x + u ;1 1 2

_x = 2 u ;2

y = x :1

T h e m a tric e s A , B , C a re
" # " # h i¡ 3 1 1A = ; B = ; C = 1 0 :0 0 2

T h e p o le s o f th e sy ste m a re
" #

s + 3 1d e t[s I ¡ A ] = d e t = s (s + 3 ) = 0 = ) s = 0 ; ¡ 3 ;0 s

a n d th e z e ro s
2 3" # s + 3 1 ¡ 1s I ¡ A ¡ B 6 70 s ¡ 2d e t = d e t = 2 + s = 0 = ) s = ¡ 2 :4 5C 0 1 0 0

T o v e rify th is, le t's g e t G (s ) u sin g c la ssic a l m e th o d s:

_y = ¡ 3 y + x + u ; o r2

Äy = ¡ 3 _y + 2 u + _u ; o r
Äy + 3 _y = _u + 2 u ; o r

2Y (s + 3 s ) = U (s + 2 ) ; o r
Y (s ) s + 2

= ;
U (s ) s (s + 3 )
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w h ich a g re e s w ith th e p o le s a n d z e ro s fro m sta te sp a c e . T h e se p o le s a n d z e ro s a re u su a lly
c a lle d o p en lo o p p o le s a n d z e ro s sin c e n o fe e d b a c k c o n tro l a c tio n h a s b e e n d e ¯ n e d y e t.

E x a m p le : C o n sid e r th e sta te e q u a tio n s fo r th e su b m a rin e e x a m p le , w h e re th e sta te v e c to r
is

x = [µ ; w ; q ] ;

th e o u tp u t v e c to r is th e p itch a n g le
y = µ ;

a n d th e c o n tro l in p u t u is th e d iv e p la n e a n g le ±

u = ± :

T h e sta te e q u a tio n s a re th e sa m e a s b e fo re . T y p ic a l v a lu e s fo r th e c o e ± c ie n ts a re

a = ¡ 0 :0 6 4 3 9 0 8 2 3 ; a = ¡ 0 :1 4 2 0 4 8 1 ; a = 0 :1 3 5 3 2 9 0 ;1 1 1 2 1 3

a = 0 :0 2 5 2 0 8 8 2 0 ; a = ¡ 0 :1 4 7 9 0 2 7 ; a = ¡ 0 :3 5 9 9 4 0 4 ;2 1 2 2 2 3

b = 0 :0 0 1 2 8 8 3 2 3 2 ; b = ¡ 0 :0 0 3 4 2 6 6 0 9 6 ;1 2

z = 0 :1 ft ; U = 5 ft= se c :G B

U sin g M A T L A B a n d th e a b o v e v a lu e s w e c a n ¯ n d th e tra n sfe r fu n c tio n

µ ¡ 0 :0 8 5 7 s ¡ 0 :0 2 3 5
= ;3 2± s + 1 :0 6 1 5 s + 0 :3 6 3 6 s + 0 :0 0 9 9

a n d w e c a n se e th a t th e o p e n lo o p p o le s a re sim p ly th e ro o ts o f th e d e n o m in a to r p o ly n o m ia l

¡ 0 :5 1 5 9 § 0 :2 5 8 4 i ; ¡ 0 :0 2 9 7 :

T h e se a re a lso g iv e n b y th e e ig e n v a lu e s o f m a trix A . N o tic e th a t th e sy ste m is o p e n lo o p
sta b le . T h is m e a n s th a t w ith n o c o n tro l a c tio n ± , if a n in itia l d istu rb a n c e is in tro d u c e d in
th e a n g le µ , it w ill g o b a ck to z e ro a sy m p to tic a lly . A s th e m e ta c e n tric h e ig h t z g e ts c lo se rG B

to z e ro , o n e o p e n lo o p p o le g o e s to z e ro . (C a n y o u se e th is fro m th e fo rm o f th e A m a trix ?
W h a t is th e p h y sic a l sig n ī c a n c e o f a z e ro p o le ? ) T h e o p e n lo o p z e ro is th e ro o t o f th e
n u m e ra to r o f th e tra n sfe r fu n c tio n

¡ 0 :2 7 4 2 :

T h e tra n sfe r fu n c tio n c a n a lso b e c o m p u te d b y sta rtin g w ith th e e q u a tio n s o f m o tio n

_µ = q ;
2_w = a z µ + a U w + a U q + b U ± ;1 3 G B 1 1 1 2 1
2_q = a z µ + a U w + a U q + b U ± ;2 3 G B 2 1 2 2 2

c o n stru c tin g th e b lo ck d ia g ra m fro m ± to µ , a n d re d u c in g it, a s w e d id in S e c tio n 1 .2 .
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1 .5 T im e R e s p o n s e U s in g S t a t e E q u a t io n s

T h e re a re tw o w a y s to c o m p u te th e tim e re sp o n se o f a sy ste m u sin g th e sta te e q u a tio n s:
n u m e ric a l a n d a n a ly tic a l.

1 . N u m e r ic a l

S ta te e q u a tio n s a re n a tu ra lly u se d in d ig ita l c o m p u te r sim u la tio n . F o r e x a m p le , if w e u se
E u le r's in te g ra tio n : g iv e n x (0 ) a n d u (0 ) a t t = 0 , th e n

x (t + ¢ t) = x (t) + _x (t) ¢ t :

¢ t is th e in te g ra tio n tim e ste p w h ic h m u st b e se le c te d sm a ll e n o u g h (w ith re sp e c t to th e
n a tu ra l tim e c o n sta n t o f th e sy ste m ) fo r re su lts to b e v a lid ; a n d _x (t) = A x (t) + B u (t), in
o th e r w o rd s w e e v a lu a te _x u sin g th e c u rre n t v a lu e o f x a n d u . C o n tin u in g th e sch e m e , w e
g e t

x (¢ t) = x (0 ) + [A x (0 ) + B u (0 )] ¢ t ;
x (2 ¢ t) = x (¢ t) + [A x (¢ t) + B u (¢ t)] ¢ t ;

a n d so o n . A lth o u g h E u le r's m e th o d is th e sim p le st a n d m o st in a c c u ra te n u m e ric a l in te g ra -
tio n te ch n iq u e a v a ila b le , it is g o o d e n o u g h fo r n a v a l e n g in e e rin g p ro b le m s w h e re th in g s d o
n o t ch a n g e v e ry fa st in tim e .

2 . A n a ly t ic a l

W e w a n t th e tra n sie n t so lu tio n fo r

_x = A x ; x (t ) = x (0 ) ;0

w h e re x is th e n £ 1 sta te v e c to r, A is th e n £ n o p e n lo o p d y n a m ic s m a trix , a n d x (0 ) is th e
n £ 1 v e c to r o f in itia l c o n d itio n s. R e c a ll th a t fo r a ¯ rst{ o rd e r sy ste m (n = 1 ) w e w o u ld h a v e

_x = a x ; x (t ) = x (0 ) :0

If w e a ssu m e
s tx = ® e ;

w e g e t

_x ¡ a x = 0 o r
s t® e (s ¡ a ) = 0 o r

s = a ; a n e ig e n v a lu e :

T h e re fo re , th e so lu tio n is
a tx = ® e :

T h e u n k n o w n c o n sta n t ® c a n b e c o m p u te d fro m th e in itia l c o n d itio n

a t0x (t ) = ® e = x (0 ) ;0
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g iv in g
¡ a t0® = x (0 )e :

T h e so lu tio n is th e n
a (t¡ t )0x (t) = e x (0 ) ;

w h e re
2 3a (t ¡ t ) [a (t ¡ t )] [a (t ¡ t )]0 0 0a (t¡ t )0e = 1 + + + + ¢ ¢ ¢

1 ! 2 ! 3 !

W h e n th e so lu tio n is e x te n d e d to a m a trix sy ste m (n > 1 ), th e re su lts a re c o m p le te ly
p a ra lle l,

_x = A x ;

w ith so lu tio n
A (t¡ t )0x (t) = e x (0 ) ;| {z }|{z} |{z}
m a trixv e c to r v e c to r

w h e re th e m a trix e x p o n e n tia l is d e ¯ n e d th ro u g h a se rie s e x p a n sio n a n a lo g o u sly to its sc a la r
c o u n te rp a rt

2 3A (t ¡ t ) [A (t ¡ t )] [A (t ¡ t )]0 0 0A (t¡ t )0e = I + + + + ¢ ¢ ¢
1 ! 2 ! 3 !

T h is is c a lle d th e sta te tra n sitio n m a trix d e n o te d b y

A (t¡ t )0© (t ¡ t ) ´ e :0

T h e sta te tra n sitio n m a trix e x p re sse s h o w th e sta te is ch a n g e d fro m its v a lu e a t t to th e0

sta te a t t b y th e sy ste m w ith o p e n lo o p d y n a m ic s g iv e n b y A

x (t) = © (t ¡ t )x (t ) :0 0

W e c a n o b ta in th e c o m p le te so lu tio n w ith a c o n tro l in p u t u (t) a s:
2 3

h i 6 7d ¡ A t ¡ A t ¡ A t6 7e x (t) = e _x (t) ¡ A x (t) = e B u (t) :4 5|{z}d t
_x (t)= A x + B u

In te g ra tin g , Z t
¡ A t ¡ A ¿e x (t) = e B u (¿ ) d ¿ + c ;

t0

w h e re c is a v e c to r c o n sta n t o f in te g ra tio n . N o w a t t = t w e h a v e0

¡ A t0e x (0 ) = c ;

g iv in g Z t
¡ A t ¡ A ¿ ¡ A t0e x (t) = e B u (¿ ) d ¿ + e x (0 ) :

t0
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A tM u ltip ly in g th ro u g h b y e
Z t

A (t¡ t ) A (t¡ ¿ )0x (t) = e x (0 ) + e B u (¿ ) d ¿ ; t ¸ t ;0
t0

o r Z t
x (t) = © (t ¡ t )x (0 ) + © (t ¡ ¿ )B u (¿ ) d ¿ :0| {z } t0| {z }tra n sie n t ste a d y sta te

In m o st c a se s
tra n sie n t = re sp o n se d u e to in itia l sta te

a n d th is w ill g o to z e ro fo r a sta b le sy ste m , w h ile

ste a d y sta te = re sp o n se d u e to in p u t

is g iv e n b y th e a b o v e c o n v o lu tio n in te g ra l. F o r lin e a r sy ste m s, th e to ta l re sp o n se is o f c o u rse
th e su m o f th e tw o re sp o n se s.

A tT h e m a trix e x p o n e n tia l e c a n b e c o m p u te d u sin g a c o u p le o f d i® e re n t w a y s.

² O n e w a y is w ith th e a b o v e p o w e r se rie s e x p a n sio n

2 3A t (A t) (A t)A te = I + + + + ¢ ¢ ¢ :
1 ! 2 ! 3 !

T h is is e ± c ie n t o n ly n u m e ric a lly w h e n th e se rie s c a n b e tru n c a te d to a n a rb itra ry
d e g re e o f a c c u ra c y . In g e n e ra l, th e se T a y lo r se rie s a re u se d to d e ¯ n e ra th e r th a n to
c o m p u te fu n c tio n s o f a m a trix (ta k e a 2 £ 2 m a trix a n d try to ¯ n d its c o sin e u sin g th e
a p p ro p ria te se rie s e x p a n sio n ; th e n ch e ck y o u r a n sw e r u sin g M A T L A B ).

¡ 1² If A c a n b e d ia g o n a liz e d ; i.e ., if ¤ = T A T w h e re T is th e m a trix o f e ig e n v e c to rs o f
A a n d ¤ th e d ia g o n a l m a trix o f th e e ig e n v a lu e s o f A ,

¤ = d ia g f ¸ ; ¸ ; : : : ; ¸ g ;1 2 n

th e n
A t ¡ 1 ¤ te = T e T ;

w h e re n o
¤ t ¸ ¸ ¸ n1 2e = d ia g e ; e ; : : : ; e :

W e c a n e a sily se e fro m th e la st e x p re ssio n w h y if a t le a st o n e o f th e e ig e n v a lu e s ¸ o fi

A is p o sitiv e , th e sy ste m w ill b e u n sta b le .

F o r tim e v a ry in g sy ste m s o f th e fo rm

_x = A (t)x ;

1 8



th e sta te tra n sitio n m a trix is d e n o te d b y

© (t; t ) ;0

a n d th e so lu tio n is g iv e n b y
x (t) = © (t; t )x (0 ) :0

N o tic e th a t th e sta te tra n sitio n m a trix fo r tim e v a ry in g sy ste m s is fu n c tio n o f b o th th e
c u rre n t tim e t a n d in itia l tim e t , u n lik e th e tim e in v a ria n t sy ste m c a se w h e re © w a s a0

fu n c tio n o f o n e v a ria b le o n ly , t ¡ t , th e tim e in te rv a l b e tw e e n t a n d t . W h a t is m o re0 0

u n fo rtu n a te is th e fa c t th a t c lo se d fo rm e x p re ssio n fo r © (t; t ) d o e s n o t e x ist w h ich m a k e s0

a n a ly sis a n d c o n tro l o f tim e v a ry in g sy ste m s m u ch m o re d i± c u lt th a n tim e in v a ria n t sy ste m s
c o n sid e re d h e re . A s a w o rd o f c a u tio n , in g e n e ra l,

Rt
A (¿ )d ¿

t0© (t; t ) 6= e ;0

R
e x c e p t w h e n th e m a tric e s A (t) a n d A (t)d t c o m m u te ; i.e ., w h e n

µ ¶ µ ¶Z Z
A (t) A (t)d t = A (t)d t A (t) :

S o m e g e n e ra l p ro p e rtie s o f th e sta te tra n sitio n m a trix © (t; t ) a re0

1 . It sa tis¯ e s th e d i® e re n tia l e q u a tio n w ith id e n tity in itia l c o n d itio n s,

_© (t; t ) = A (t)© (t; t ) ;0 0

© (t ; t ) = I :0 0

2 . It sa tis¯ e s th e se m i{ g ro u p p ro p e rty ,

© (t; t ) = © (t; t )© (t ; t ) :0 1 1 0

3 . It is a lw a y s n o n sin g u la r,
¡ 1© (t; t ) = © (t ; t) :0 0

4 . It h a s a c o m p u ta b le d e te rm in a n t,
Rt

tra c e A (¿ )d ¿
t0d e t © (t; t ) = e :0

T h e m a in a d v a n ta g e s o f u sin g th e sta te tra n sitio n m a trix in sy ste m d y n a m ic s a re tw o :

² H e lp s in p ro v in g o th e r th e o re m s.

² O n c e it h a s b e e n d e te rm in e d , it m a k e s c a lc u la tio n o f th e p a rtic u la r so lu tio n in re sp o n se
to so m e in itia l c o n d itio n s a n d in p u t, m u ch fa ste r.
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In g e n e ra l, th e a n a ly tic m e th o d o f so lu tio n is e m p lo y e d o n ly fo r th e o re tic p u rp o se s o r in
sp e c ia l c irc u m sta n c e s; in a lm o st a ll c a se s w e o b ta in th e so lu tio n s n u m e ric a lly . T h is h a s
th e a d d e d a d v a n ta g e th a t it is n o t re stric te d to lin e a r sy ste m s, n o n lin e a r sy ste m s c a n b e
sim u la te d n u m e ric a lly in m u c h th e sa m e w a y .

E x a m p le : C o n sid e r th e su b m a rin e lin e a r e q u a tio n s o f m o tio n

_µ = q ;
2_w = a z µ + a U w + a U q + b U ± ;1 3 G B 1 1 1 2 1
2_q = a z µ + a U w + a U q + b U ± ;2 3 G B 2 1 2 2 2

w h e re w e a ssu m e a d iv e p la n e d e ° e c tio n ± = ¡ 0 :2 ra d ia n s (¡ 1 1 :5 d e g re e s). A sim u la tio n
a lg o rith m u sin g E u le r's in te g ra tio n is a s fo llo w s:

² S te p 1 : C h o o se in te g ra tio n tim e ste p ¢ t a n d in itia l c o n d itio n s µ , w , q . S e t i = 0 .0 0 0

_² S te p 2 : U sin g th e v a lu e s o f µ , w , q , c o m p u te µ , _w , _q fro m th e e q u a tio n s o f m o tio n .i i i i i i

² S te p 3 : C o m p u te

_µ = µ + µ ¢ ¢ t ;i+ 1 i i

w = w + _w ¢ ¢ t ;i+ 1 i i

q = q + _q ¢ ¢ t :i+ 1 i i

² S te p 4 : S e t i = i + 1 a n d g o b a ck to S te p 2 .

T y p ic a l re su lts o f th e sim u la tio n in te rm s o f th e p itch a n g le µ a re sh o w n in F ig u re 8 . A s
w ith a n y n u m e ric a l re su lts, h o w e v e r, th e re a l q u e stio n is: a re th e y c o rre c t? T h e a n sw e r to
th is b o rd e rs b e tw e e n a rt a n d sc ie n c e , a n d in th e c o n te x t o f sy ste m sim u la tio n s h e re is a se t
o f a fe w c h e c k s:

1 . In th is p a rtic u la r sim u la tio n w e u se d a tim e ste p ¢ t = 0 :0 1 se c o n d s. Is th is sm a ll
e n o u g h ? T h e e a sie st w a y to ch e ck th is is to re d u c e (o r in c re a se ) ¢ t, sa y b y a fa c to r o f
1 0 , a n d re { ru n th e p ro g ra m . If th e re su lts d o n o t ch a n g e , th e a b o v e c h o ic e fo r ¢ t w a s
g o o d . A m o re ra tio n a l w a y to d o th e sa m e th in g w o u ld b e to lo o k a t th e n a tu ra l tim e
c o n sta n t o f th e d y n a m ic s o f th e sy ste m . T h e sy ste m p o le s w e re fo u n d in p a g e 1 8 . It
se e m s th a t th e fa ste st p o le o f th e sy ste m h a s re a l p a rt ¡ 0 :5 1 5 9 , a n d th e tim e c o n sta n t
th a t c o rre sp o n d s to th is is a b o u t 1 = 0 :5 o r 2 se c o n d s. T h is m e a n s th a t it ta k e s a c o u p le
o f se c o n d s fo r th e b o a t to \ liste n " to its d iv e p la n e s, so ¢ t = 0 :0 1 sh o u ld g iv e v e ry
a c c u ra te re su lts. In fa c t in th is c a se w e c o u ld g o a s fa r a s ¢ t = 0 :5 a n d w e w o u ld still
b e re a so n a b ly a c c u ra te .

2 . L o o k a g a in a t th e sy ste m e ig e n v a lu e s: o n e o f th e m is c e rta in ly d o m in a n t, ¡ 0 :0 2 9 7 ,
so th e re sp o n se sh o u ld a p p ro x im a te th a t o f a ¯ rst o rd e r sy ste m w ith a tim e c o n sta n t
1 = 0 :0 2 9 7 , o r a b o u t 3 3 :5 se c o n d s. N o w lo o k a t th e re sp o n se o f th e ¯ g u re : d o e s it ta k e
a p p ro x im a te ly 3 3 :5 se c o n d s to g o u p to 6 0 % o f its ¯ n a l v a lu e ?
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3 . B y n o w w e a re c o n v in c e d th a t th e tra n sie n t re sp o n se w e se e in th e ¯ g u re a g re e s w ith o u r
e n g in e e rin g in tu itio n . H o w a b o u t th e ¯ n a l o r ste a d y sta te v a lu e o f th e re sp o n se ? T h is

_is so m e th in g w e c a n c o m p u te e x a c tly . A t ste a d y sta te w e sh o u ld h a v e , µ = _w = _q = 0 ,
so th a t o u r e q u a tio n s b e c o m e a t ste a d y sta te :

q = 0 ;
2a z µ + a U w + a U q + b U ± ;1 3 G B 1 1 1 2 1
2a z µ + a U w + a U q + b U ± :2 3 G B 2 1 2 2 2

U sin g q = 0 , th e se c o n d a n d th ird e q u a tio n s g iv e

2a z µ + a U w = ¡ b U ± ;1 3 G B 1 1 1
2a z µ + a U w = ¡ b U ± :2 3 G B 2 1 2

S u b stitu tin g ± = ¡ 0 :2 a n d u sin g th e v a lu e s fro m p a g e 1 7 w e ¯ n d

µ = 0 :4 7 6 ra d ia n s o r 2 7 :3 d e g re e s ;

a re su lt w h ic h a g re e s w ith th e ¯ g u re .

S im u la tio n o f a n o n lin e a r se t o f e q u a tio n s p ro c e e d s in a sim ila r m a n n e r. L e t's a ssu m e
th a t th e o n ly im p o rta n t n o n lin e a ritie s in o u r e x a m p le c o m e fro m th e trig o n o m e tric fu n c tio n s
a n d n o t th e h y d ro d y n a m ic fo rc e s a n d m o m e n ts; in o th e r w o rd s th e n o n lin e a r e q u a tio n s o f
m o tio n a re

_µ = q ;
2_w = a z sin µ + a U w + a U q + b U ± ;1 3 G B 1 1 1 2 1
2_q = a z sin µ + a U w + a U q + b U ± :2 3 G B 2 1 2 2 2

T h e n u m e ric a l in te g ra tio n p ro c e e d s in e x a c tly th e sa m e w a y a s b e fo re ; th e o n ly d i® e re n c e is
th a t h e re th e v a lu e s fo r _w a n d _q a re c o m p u te d fro m th e n e w e q u a tio n s. T y p ic a l re su lts a re
sh o w n in th e p re v io u s ¯ g u re w h e re th e d i® e re n c e b e tw e e n lin e a r a n d n o n lin e a r sim u la tio n s is
a lso sh o w n . N a tu ra lly , w h e n e v e r p o ssib le , sim u la tio n s m u st b e p e rfo rm e d fo r th e n o n lin e a r
sy ste m s sin c e th e se m o d e l th e u n d e rly in g p h y sic s m o re a c c u ra te ly . T h e ste a d y sta te v a lu e
fo r µ c a n b e c o m p u te d fro m th e n o n lin e a r e q u a tio n s in th e sa m e w a y a s b e fo re , th e a lg e b ra
is e a sy in th e e x a m p le c a se b u t k e e p in m in d th a t fo r g e n e ra l n o n lin e a r e q u a tio n s it m a y b e
ve ry d i± c u lt. H e re w e c a n ¯ n d

sin µ = 0 :4 7 6 o r µ = 2 8 :5 d e g re e s :

1 .6 C a n o n ic a l F o r m s

C o n sid e r th e g e n e ra l sta te e q u a tio n s

_x = A x + B u ;
y = C x :
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W e c a n in tro d u c e a sim ila rity tra n sfo rm a tio n w h ich w ill tra n so rm th e sy ste m in to a n e w se t
o f sta te v a ria b le s; th e e ig e n v a lu e s w ill b e u n ch a n g e d :

0x = T x ;
0_x = T _x ;

0w h e re x is th e n e w se t o f sta te v a ria b le s, a n d T is th e tra n sfo rm a tio n m a trix . W e c a n
su b stitu te n o w in to th e sta te e q u a tio n s to g e t

0 0T _x = A T x + B u ;

o r
0 ¡ 1 0 ¡ 1_x = T A T x + T B u ;

a n d
0y = C T x :

¡ 1T h e ta sk is to ch o o se T su c h th a t T A T lo o k s \ n ic e " .

If th e m a trix A h a s d istin c t e ig e n v a lu e s ¸ w ith a sso c ia te d e ig e n v e c to rs v , w e h a v ei i

A v = v ¸ ;i i i

a n d w e c a n g ro u p th e se to g e th e r c o lu m n b y c o lu m n to g e t
2 3

¸ 0 ¢ ¢ ¢ 01
6 70 ¸ ¢ ¢ ¢ 06 726 7h i h i6 7¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢6 7A v v ¢ ¢ ¢ v = v v ¢ ¢ ¢ v :1 2 n 1 2 n 6 7¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢6 7| {z }6 7
4 5¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢T

0 0 ¢ ¢ ¢ ¸ n
| {z }

¤

T is th e m o d a l m a trix o f e ig e n v e c to rs, a n d ¤ is th e d ia g o n a l m a trix o f e ig e n v a lu e s o f A . W e
th e n h a v e

¡ 1A T = T ¤ ; o r T A T = ¤ :

If w e u se th e m o d a l m a trix a s th e tre n sfo rm a tio n m a trix T , w e w ill p ro d u c e th e n o rm a l
coo rd in a te fo rm :

0 ¡ 1 0 ¡ 1 0 0_x = T A T x + T B u = ¤ x + B u ;
0 0 0y = C T x = C x ;

w h e re
0 ¡ 1 0B = T B a n d C = C T :

T h e re a re o th e r \ n ic e " fo rm s p o ssib le . T w o o f th e m a re p a rtic u la rly a ttra c tiv e in c o n tro l
sy ste m s.
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S a y w e h a v e a tra n sfe r fu n c tio n

Y (s ) 1
G (s ) = = :3 2U (s ) s + a s + a s + a2 1 0

A n ic e sta te sp a c e fo rm fo r th is sy ste m is (v e rify th is)
2 3 2 32 3 2 3

_x 0 1 0 x 01 1
6 7 6 76 7 6 7_x = 0 0 1 x + 0 u ;4 5 4 54 5 4 52 2

_x ¡ a ¡ a ¡ a x 13 0 1 2 3

a n d 2 3
x 1h i6 7y = 1 0 0 x :4 52

x 3

T h e b lo ck d ia g ra m fo rm is sh o w n in F ig u re 9 . T h is fo rm o f th e A m a trix is c a lle d co n tro l
ca n o n ica l fo rm , o r ¯ rst c o m p a n io n fo rm , a n d is n a tu ra lly u se d in c o n tro lle r d e sig n a s w e w ill
se e la te r.

C o n sid e r th e sa m e tra n sfe r fu n c tio n

Y (s ) 1
= :3 2U (s ) s + a s + a s + a2 1 0

A n o th e r n ic e fo rm fo r th is sy ste m is (v e rify th is)
2 3 2 32 3 2 3

_x ¡ a 1 0 x 01 2 1
6 7 6 76 7 6 7_x ¡ a 0 1 x 0= + u ;4 5 4 54 5 4 52 1 2

_x ¡ a 0 0 x 13 0 3

a n d 2 3
x 1h i6 7y = 1 0 0 x :4 52

x 3

T h e b lo ck d ia g ra m fo rm is sh o w n in F ig u re 1 0 . T h is fo rm o f th e A m a trix is c a lle d o b server
ca n o n ica l fo rm , o r se c o n d c o m p a n io n fo rm , a n d is n a tu ra lly u se d in o b se rv e r d e sig n a s w e
w ill se e la te r.

M o re g e n e ra lly , a ssu m e th a t o u r tra n sfe r fu n c tio n is o f th e fo rm

2Y (s ) b s + b s + b2 1 0= :3 2U (s ) s + a s + a s + a2 1 0

T h e c o n tro l c a n o n ic a l fo rm is
2 3 2 32 3 2 3

_x 0 1 0 x 01 1
6 7 6 76 7 6 7_x 0 0 1 x 0= + u ;4 5 4 54 5 4 52 2

_x ¡ a ¡ a ¡ a x 13 0 1 2 3
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a n d 2 3
x 1h i6 7y = b b b x ;4 50 1 2 2

x 3

w ith th e b lo c k d ia g ra m sh o w n in F ig u re 1 1 .

T h e o b se rv e r c a n o n ic a l fo rm fo r th e sa m e sy ste m is
2 3 2 32 3 2 3

_x ¡ a 1 0 x b1 2 1 2
6 7 6 76 7 6 7_x = ¡ a 0 1 x + b u ;4 5 4 54 5 4 52 1 2 1

_x ¡ a 0 0 x b3 0 3 0

a n d 2 3
x 1h i6 71 0 0 xy = ;4 52

x 3

w ith th e b lo c k d ia g ra m sh o w n in F ig u re 1 2 .

Y o u sh o u ld , o f c o u rse , v e rify th e a b o v e fo rm s! T h e m a in d i® e re n c e b e tw e e n th e tw o
fo rm s is th a t in th e c o n tro l c a n o n ic a l fo rm th e B m a trix is \ c le a n " , w h e re a s in th e o b se rv e r
c a n o n ic a l fo rm it is th e C m a trix th a t a p p e a rs to b e \ c le a n " in ste a d . In b o th c a se s, o b se rv e
th a t th e ch a ra c te ristic e q u a tio n o f th e A m a trix c a n b e o b ta in e d e a sily w ith o u t a n y a lg e b ra .
T h is is a v e ry n ic e p ro p e rty o f m a tric e s in c o m p a n io n fo rm a n d is tru e re g a rd le ss o f th e o rd e r
o f th e m a trix . F in a lly , it sh o u ld b e e m p h a siz e d th a t b o th fo rm s re p re se n t e x a c tly th e sa m e
p h y sic a l sy ste m ; th e d e ¯ n itio n s fo r th e sta te a re d i® e re n t in th e tw o fo rm s. In p ra c tic e , o n e
d e ¯ n itio n m a y m a k e m o re se n se th a n th e o th e r p h y sic a lly , a n d th is is th e o n e th a t sh o u ld b e
ch o se n . A lth o u g h d e ¯ n in g c o n v e n ie n t sta te s m a y m a k e th e a lg e b ra sim p le r, it is m u ch m o re
p re fe ra b le to c h o o se a s sta te s v a ria b le s th a t m a k e se n se p h y sic a lly ; u sin g M A T L A B m a k e s
a ll lin e a r a lg e b ra c a lc u la tio n s re la tiv e ly stra ig h t fo rw a rd .

1 .7 C o n t r o lla b ilit y a n d O b s e r v a b ilit y

C o n sid e r th e sy ste m
2 3 2 32 3 2 3

_x 2 3 2 1 x 11 1
6 7 6 76 7 6 7_x ¡ 2 ¡ 3 0 0 x ¡ 26 7 6 76 7 6 72 26 7 = 6 76 7 + 6 7u ;4 5 4 54 5 4 5_x ¡ 2 ¡ 2 ¡ 4 0 x 23 3

_x ¡ 2 ¡ 2 ¡ 2 ¡ 5 x ¡ 14 4

a n d 2 3
x 1

6 7h i x6 72y = 7 6 4 2 6 7 :
4 5x 3

x 4
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S o fa r, th e sy ste m lo o k s n ic e . L e t's ¯ n d th e tra n sfe r fu n c tio n :

Y (s )
G (s ) =

U (s )
¡ 1= C (s I ¡ A ) B

(s + 2 )(s + 3 )(s + 4 )
=

(s + 1 )(s + 2 )(s + 3 )(s + 4 )
1

= ;
s + 1

w h ich is ¯ rst o rd e r in ste a d o f fo u rth a s th e o rig in a l sy ste m , d u e to th e m u ltip le z e ro { p o le
c a n c e lla tio n . T o se e w h a t w e n t w ro n g , le t's tra n sfo rm th e sy ste m to its n o rm a l c o o rd in a te
fo rm b y d ia g o n a liz in g A . T h e m a trix o f e ig e n v e c to rs o f A is

2 3
0 :7 0 7 1 0 :4 0 8 2 0 :0 0 0 0 0 :0 0 0 0

6 7¡ 0 :7 0 7 1 ¡ 0 :8 1 6 5 0 :4 0 8 2 0 :0 0 0 06 7T = 6 7 :
4 50 :0 0 0 0 0 :4 0 8 2 ¡ 0 :8 1 6 5 ¡ 0 :4 4 7 2

0 :0 0 0 0 0 :0 0 0 0 0 :4 0 8 2 0 :8 9 4 4

T h e n u sin g o u r fa m ilia r tra n sfo rm a tio n

0 0 ¡ 1x = T x o r x = T x ;

th e sy ste m is tra n sfo rm e d in to

0 0 0 0_x = A x + B u ;
0 0y = C x ;

w h e re
2 3

¡ 1 0 0 0
6 70 ¡ 2 0 06 70 ¡ 1A = T A T = ¤ = 6 7 ;
4 50 0 ¡ 3 0

0 0 0 ¡ 4
2 3

1 :4 1 4 2
6 706 70 ¡ 1B = T B = 6 7 ;
4 5¡ 2 :4 4 9 5

0
h i

0 0 :7 0 7 1 ¡ 0 :4 0 8 2 0 0C = C T = :

T h e sta te e q u a tio n s a re th e n

0 0_x = ¡ x + 1 :4 1 4 2 u ;1 1
0 0_x = ¡ 2 x ;2 2
0 0_x = ¡ 3 x ¡ 2 :4 4 9 5 u ;3 3
0 0_x = ¡ 4 x ;4 4
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a n d th e o u tp u t e q u a tio n
0 0y = 0 :7 0 7 1 x ¡ 0 :4 0 8 2 x :1 2

In b lo ck d ia g ra m th e sy ste m in n o rm a l c o o rd in a te s a p p e a rs a s sh o w n in F ig u re 1 3 . L o o k in g
a t th is b lo ck d ia g ra m w e c a n se e th e fo llo w in g

01 . x : a ® e c te d b y th e in p u t; v isib le in th e o u tp u t;1

02 . x : u n a ® e c te d b y th e in p u t; v isib le in th e o u tp u t;2

03 . x : a ® e c te d b y th e in p u t; in v isib le in th e o u tp u t;3

04 . x : u n a ® e c te d b y th e in p u t; in v isib le in th e o u tp u t.4

T h e re fo re , it is fa ir to sa y th a t a s fa r a s th e sta te v a ria b le s g o :

01 . x : w e c a n c o n tro l it a n d w e c a n o b se rv e it;1

02 . x : w e c a n n o t c o n tro l it b u t w e c a n o b se rv e it;2

03 . x : w e c a n c o n tro l it b u t w e c a n n o t o b se rv e it;3

04 . x : w e c a n n o t c o n tro l it a n d w e c a n n o t o b se rv e it.4

0T h e ¯ n a l tra n sfe r fu n c tio n , G (s ), sh o w s th e ¯ rst su b sy ste m , x , o n ly .1

In g e n e ra l, e v e ry sy ste m

_x = A x + B u ;
y = C x ;

c a n b e d iv id e d th ro u g h a se rie s o f tra n sfo rm a tio n s in to fo u r su b sy ste m s:

1 . A c o n tro lla b le a n d o b se rv a b le p a rt.

2 . A n u n c o n tro lla b le a n d o b se rv a b le p a rt.

3 . A c o n tro lla b le a n d u n o b se rv a b le p a rt.

4 . A n u n c o n tro lla b le a n d u n o b se rv a b le p a rt.

T h is is k n o w n a s K a lm a n 's d e c o m p o sitio n th e o re m . T h e th in g to re m e m b e r is th a t th e tra n s-
fe r fu n c tio n o f a n y sy ste m is d e te rm in e d o n ly b y th e c o n tro lla b le a n d o b se rv a b le su b sy ste m .
T h a t is, th e tra n sfe r fu n c tio n m a y c o n ta in le ss in fo rm a tio n th a n w h a t is a c tu a lly n e e d e d to
m o d e l th e c o m p le te sy ste m .

T h e p re c ise d e ¯ n itio n o f c o n tro lla b ility is:
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² A sy ste m is sa id to b e sta te co n tro lla ble if a n y in itia l sta te x (t ) c a n b e d riv e n to a n y0

¯ n a l sta te x (t ) u sin g p o ssib ly u n b o u n d e d c o n tro l u (t) in ¯ n ite tim e t < t < t .f 0 f

F ro m th e sta te e q u a tio n s
_x = A x + B u ;|{z}

n £ n
th is sh o u ld d e p e n d o n ly o n A a n d B . T h e te st fo r c o n tro lla b ility is a s fo llo w s: C o m p u te th e

h i
2 n ¡ 1c o n tro lla b ility m a trix C = B ; A B ; A B ; : : : ; A B ;

a n d th e sy ste m is c o n tro lla b le if a n d o n ly if th e ra n k o f C (th e n u m b e r o f lin e a rly in d e p e n d e n t
ro w s o r c o lu m n s) is n . R o u g h ly sp e a k in g , C sh o w s h o w p o ssib le it is to c h a n g e th e sta te o f a
sy ste m u sin g th e in p u t. F o r a sin g le in p u t sy ste m B is n £ 1 a n d C is a sq u a re m a trix . T h e
te st is th e n th a t C b e n o n sin g u la r

d e t C 6= 0 :

W e c a n a lso te st c o n tro lla b ility b y tra n sfo rm in g to th e n o rm a l c o o rd in a te fo rm (w ith d istin c t
0 ¡ 1e ig e n v a lu e s). T h e sy ste m is th e n c o n tro lla b le if B = T B h a s n o z e ro ro w .

E x a m p le : C o n sid e r th e su b m a rin e e q u a tio n s o f m o tio n
2 3 2 32 3 2 3_ 0 0 1 µ 0µ
6 7 6 76 7 6 72= a z a U a U w + b U ± ;4 _w 5 4 54 5 4 51 3 G B 1 1 1 2 1

2a z a U a U q b U_q 2 3 G B 2 1 2 2 2

a n d su b stitu tin g th e v a lu e s fo r th e c o e ± c ie n ts
2 3 2 32 3 2 3_ 0 0 1 µ 0µ
6 7 6 76 7 6 7= 0 :0 1 3 5 ¡ 0 :3 2 2 0 ¡ 0 :7 1 0 2 w + 0 :0 3 2 2 ± :4 _w 5 4 54 5 4 5

¡ 0 :0 3 6 0 0 :1 2 6 0 ¡ 0 :7 3 9 5 q ¡ 0 :0 8 5 7_q

T h e c o n tro lla b ility m a trix is
2 3

0 ¡ 0 :0 8 5 7 0 :0 6 7 4
6 7C = 0 :0 3 2 2 0 :0 5 0 5 ¡ 0 :0 6 5 3 ;4 5

¡ 0 :0 8 5 7 0 :0 6 7 4 ¡ 0 :0 4 0 4

w h ich is fu ll ra n k , 3 . T h e re fo re , th e sy ste m is c o n tro lla b le a n d w e c a n ch a n g e a n y sta te µ , w ,
o r q u sin g th e d iv e p la n e s a t w ill. N o te , h o w e v e r, th a t so m e ch a n g e s m a y b e im p ra c tic a l o r
e v e n im p o ssib le in p ra c tic e ; fo r e x a m p le , e v e n if th e sy ste m is c o n tro lla b le it is n o t fe a sib le
to ch a n g e th e p itch a n g le to , sa y , 9 0 d e g re e s! T h is w o u ld re q u ire a n e n o rm o u s d iv e p la n e
stre n g th w h ich is n o t a v a ila b le in p ra c tic e .

T h e d e ¯ n itio n fo r o b se rv a b ility is

² A sy ste m is o bse rv a ble if a n y v a lu e o f th e sta te x (t ) c a n b e e x a c tly d e te rm in e d u sin g0

a se t o f m e a su re m e n ts o v e r a ¯ n ite p e rio d t < t < t .0 f
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O b se rv a b ility d e p e n d s o n A a n d C o n ly , a n d th e te st is: C o m p u te th e
2 3

C
6 76 7C A6 7

26 7C A6 76 7¢o b se rv a b ility m a trix O = 6 7 ;6 76 7¢6 76 7¢4 5
n ¡ 1C A

a n d th e sy ste m is o b se rv a b le if a n d o n ly if th e ra n k o f O is n . R o u g h ly sp e a k in g , O sh o w s
h o w p o ssib le it is to re c o n stru c t th e sta te , x , o f a sy ste m u sin g a lim ite d se t o f m e a su re m e n ts,
y . F o r a sin g le o u tp u t c a se C is 1 £ n a n d O is a sq u a re m a trix . T h e te st is th e n th a t O b e
n o n sin g u la r

d e t O 6= 0 :

W e c a n a lso te st o b se rv a b ility b y tra n sfo rm in g th e sy ste m to th e n o rm a l c o o rd in a te fo rm
0(w ith d istin c t e ig e n v a lu e s). T h e sy ste m w ill th e n b e o b se rv a b le if C = C T h a s n o z e ro

c o lu m n .

E x a m p le : C o n sid e r th e p re v io u s su b m a rin e e q u a tio n s o f m o tio n , a n d a ssu m e th a t th e o n ly
se n so r a b o a rd m e a su re s th e p itch a n g le , µ . T h e m e a su re m e n t e q u a tio n is

2 3
µh i6 7y = 1 0 0 w :4 5
q

U sin g A a n d C , th e o b se rv a b ility m a trix is
2 3

1 0 0
6 7O = 0 0 1 ;4 5

¡ 0 :0 3 6 0 0 :1 2 6 0 ¡ 0 :7 3 9 5

a n d th is h a s ra n k 3 . T h e re fo re th e sy ste m is o b se rv a b le : u sin g µ m e a su re m e n ts o n ly w e c a n
g e t a n e stim a te o f b o th h e a v e v e lo c ity w a n d p itch ra te q (h o w to d o th is w e w ill se e la te r).

N o w le t's sa y w e a re in te re ste d in d e p th a s w e ll. T h e lin e a r e q u a tio n fo r th e ra te o f
ch a n g e o f su b m a rin e d e p th , z , is

_z = ¡ U µ + w :

If w e in c o rp o ra te th is a s o u r fo u rth sta te e q u a tio n , th e n e w A m a trix is n o w 4 £ 4 a n d B is
4 £ 1 . K e e p in g th e sa m e m e a su re m e n t, µ o n ly , w e h a v e

h i
1 0 0 0C = :

If w e c o m p u te th e o b se rv a b ilty m a trix O , its ra n k is 3 in ste a d o f 4 . T h e re fo re , th e sy ste m
is u n o b sv e rv a b le a n d o n e sta te (4 ¡ 3 = 1 ) c a n n o t b e e stim a te d b y lo o k in g a t th e a n g le µ
o n ly . T h is is, o f c o u rse , z . If w e a ssu m e th a t w e h a v e m e a su re m e n ts o f z o n ly ,

h i
C = 0 0 0 1 :
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T h e n e w o b se rv a b ility m a trix h a s n o w fu ll ra n k (4 ) w h ich m e a n s th a t u sin g a d e p th se n so r
o n ly w e sh o u ld , in p rin c ip le , b e a b le to g u e ss a ll th e re st: µ , w , a n d q . T h e fo rm a liz a tio n o f
th is \ g u e ss" c o n stitu te s th e o b se rv e r o r e stim a to r p ro b le m w e d isc u ss in S e c tio n 3 .

2 C O N T R O L L E R D E S I G N

T h e c o n tro l d e sig n p ro b le m c a n b e sta te d a s fo llo w s: G iv e n th e sy ste m

_x = A x + B u ;|{z} |{z} |{z} |{z}
n £ n n £ 1 n £ 1 1 £ 1

h o w d o w e ¯ n d u su ch th a t x b e h a v e s n ic e ly ? W e c o n sid e r fo r n o w sin g le in p u t sy ste m s (u
is sc a la r a n d B is a v e c to r), th e m u ltip le in p u t c a se is stu d ie d la te r. W e a re p a rtic u la rly
in te re ste d in c lo se d lo o p c o n tro l, w h e re u is a fu n c tio n o f th e sta te x . T h e c a se w h e re u is
a n e x p lic it fu n c tio n o f tim e o n ly a n d n o t x is c a lle d o p e n lo o p c o n tro l a n d is stu d ie d u n d e r
sy ste m d y n a m ic s. S in c e w e a re u sin g th e sta te x to d e te rm in e th e c o n tro l e ® o rt u (x ) w e c a ll
it feed ba c k c o n tro l.

2 .1 P o le P la c e m e n t

T h e sim p le st c a se o f fe e d b a ck c o n tro l u (x ) is w h e n u is lin e a r in x ,

u = ¡ K x ;|{z}
1 £ n

w h e re K is th e fe e d b a ck g a in v e c to r to b e d e te rm in e d . S u b stitu tin g u = ¡ K x in to _x =
A x + B u w e g e t

_x = A x ¡ B K x ; o r
_x = (A ¡ B K )x :

T h e a c tu a l ch a ra c te ristic e q u a tio n o f th is c lo se d lo o p sy ste m is g iv e n b y

d e t [A ¡ B K ¡ s I ] = 0 :

W e c a n n o w p ick K su c h th a t th e a c tu a l c h a ra c te ristic e q u a tio n a ssu m e s a n y d e sire d se t
o f e ig e n v a lu e s. If w e ch o o se th e d e sire d lo c a tio n s o f th e c lo se d lo o p p o le s a t s = s fo ri

i = 1 ; : : : ; n , th e d esired ch a ra c te ristic e q u a tio n is

(s ¡ s )(s ¡ s ) : : : (s ¡ s ) = 0 :1 2 n

T h e re q u ire d v a lu e s o f K a re o b ta in e d th e n b y m a tch in g c o e ± c ie n ts in th e tw o p o ly n o m ia ls
o f th e a c tu a l a n d d e sire d c h a ra c te ristic e q u a tio n s.
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C o n sid e r th e e x a m p le :
" # " #

1 ¡ 5 1A = ; B = :¡ 5 1 0

T h e o p e n lo o p e ig e n v a lu e s a re
¯ #¯s ¡ 1 5¯ 2d e t[s I ¡ A ] = ¯ = 0 = ) (s ¡ 1 ) ¡ 5 = 0 = ) (s ¡ 6 )(s + 4 ) = 0 ;¯ 5 s ¡ 1

so w e h a v e a n u n sta b le sy ste m w ith n o c o n tro l. If th e p a ir (A ; B ) is c o n tro lla b le w e a re g u a r-
a n te e d th a t w e c a n p ick th e e le m e n ts o f K to p ro d u c e a n a rb itra ry c h a ra c te ristic e q u a tio n .
In th is c a se w e h a v e

" # " #
1 1 1A B = ; C = ; d e t C = ¡ 5 6= 0 ;¡ 5 0 ¡ 5

so th e sy ste m is c o n tro lla b le . N o w su p p o se w e w a n t c lo se d lo o p e ig e n v a lu e s a t ¡ 1 0 § 1 0 i so
th a t w e g e t a d a m p in g ra tio ³ = 0 :7 0 7 . T h e d e sire d c lo se d lo o p c h a ra c te ristic e q u a tio n is

2(s + 1 0 ¡ 1 0 i)(s + 1 0 + 1 0 i) = s + 2 0 s + 2 0 0 = 0 :

F o rm th e m a trix
" # " # " #h i1 ¡ 5 1 1 ¡ k ¡ 5 ¡ k1 2A ¡ B K = ¡ k k = ;1 2¡ 5 1 0 ¡ 5 1

a n d th e a c tu a l c lo se d lo o p ch a ra c te ristic e q u a tio n is
¯ ¯¯ ¯1 ¡ k ¡ s ¡ 5 ¡ k¯ ¯1 2d e t[A ¡ B K ¡ s I ] = ¯ =̄ 0 ; o r¯ ¯¡ 5 1 ¡ s

21 ¡ k ¡ s ¡ s + k s + s ¡ 2 5 ¡ 5 k = 0 ; o r1 1 2
2s + (k ¡ 2 )s + (¡ k ¡ 5 k ¡ 2 4 ) = 0 ;1 1 2

re q u irin g

¡ 2 ¡ k = 2 0 ;1

¡ k ¡ 5 k ¡ 2 4 = 2 0 0 :1 2

S o lv in g th is w e g e t

k = 2 2 ;1
2 4 6

k = ¡ ;2 5

a n d th e c o n tro l la w is
2 4 6

u = ¡ k x ¡ k x = ¡ 2 2 x + x :1 1 2 2 1 25
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N o te th a t th e se g a in s m a y b e im p o ssib le o r im p ra c tic a l to b u ild fo r th is sy ste m . T h is w o u ld
re q u ire so m e c o m p ro m ise in th e sp e c ī c a tio n w h ich le d to th e d e sire d c lo se d lo o p e ig e n v a lu e s.
In g e n e ra l, th e a b o v e a p p ro a ch y ie ld s a sy ste m o f n lin e a r e q u a tio n s to b e so lv e d fo r th e n
e le m e n ts o f K p ro v id e d (A ; B ) is c o n tro lla b le . T h is m e th o d is k n o w n a s p o le p la ce m en t.

E x a m p le : C o n sid e r th e su b m a rin e e q u a tio n s

_µ = q ;
2_w = a z µ + a U w + a U q + b U ± ;1 3 G B 1 1 1 2 1
2_q = a z µ + a U w + a U q + b U ±2 3 G B 2 1 2 2 2

L e t th e c o n tro l la w b e
± = ¡ k µ ¡ k w ¡ k q :1 2 3

S u b stitu tin g in to th e e q u a tio n s w e g e t th e c lo se d lo o p sy ste m

_µ = q ;
2 2 2_w = (a z ¡ b U k )µ + (a U ¡ b U k )w + (a U ¡ b U k )q ;1 3 G B 1 1 1 1 1 2 1 2 1 3
2 2 2_q = (a z ¡ b U k )µ + (a U ¡ b U k )w + (a U ¡ b U k )q ;2 3 G B 2 1 2 1 2 2 2 2 2 3

o r, in m a trix fo rm ,
2 3 2 3_ 0 0 1µ
6 7 6 72 2 2= a z ¡ b U k a U ¡ b U k a U ¡ b U k :4 _w 5 4 51 3 G B 1 1 1 1 1 2 1 2 1 3

2 2 2a z ¡ b U k a U ¡ b U k a U ¡ b U k_q 2 3 G B 2 1 2 1 2 2 2 2 2 3

T h e c h a ra c te ristic e q u a tio n o f th e c lo se d lo o p sy ste m is
¯ ¯¯ ¯0 ¡ s 0 1¯ ¯¯ ¯2 2 2d e t ¯a z ¡ b U k a U ¡ b U k ¡ s a U ¡ b U k =̄ 0 ;1 3 G B 1 1 1 1 1 2 1 2 1 3¯ ¯2 2 2¯ ¯a z ¡ b U k a U ¡ b U k a U ¡ b U k ¡ s2 3 G B 2 1 2 1 2 2 2 2 2 3

a n d a fte r so m e a lg e b ra th is re d u c e s to
3 0 2 0s + (¡ D + A k + A k )s + (¡ B k ¡ B k ¡ B k ¡ D )s2 2 3 3 1 1 2 2 3 31 2

0+ (¡ C k ¡ C k ¡ D ) = 0 ;1 1 2 2 3

w h e re w e h a v e d e n o te d
2 2A = b U ; A = ¡ B = b U ;2 1 3 1 2

3 3B = (b a ¡ b a )U ; B = C = (b a ¡ b a )U ;2 1 2 2 2 1 2 3 1 2 1 1 1 2 1
2 0C = (a b ¡ a b )U z ; D = (a + a )U ;2 2 3 1 1 3 2 G B 1 1 2 21

0 2 0D = a z + (a a ¡ a a )U ; D = (a a ¡ a a )z U :2 3 G B 1 2 2 1 1 1 2 2 1 3 2 1 1 1 2 3 G B2 3

N o w a ssu m e th a t th e w e w ish to p la c e th e c lo se d lo o p p o le s a t ¡ p , ¡ p , ¡ p . T h is m e a n s1 2 3

th a t th e d e sire d c h a ra c te ristic e q u a tio n is

(s + p )(s + p )(s + p ) = 0 ; o r1 2 3
3 2s + ® s + ® s + ® = 0 ;1 2 3
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w ith

® = p + p + p ;1 1 2 3

® = p p + p p + p p ;2 1 2 2 3 3 1

® = p p p :3 1 2 3

T h e n , th e c o n tro l g a in s c a n b e c o m p u te d b y e q u a tin g c o e ± c ie n ts o f th e a c tu a l a n d th e
d e sire d ch a ra c te ristic e q u a tio n s

0A k + A k = ¡ ® ¡ D ;2 2 3 3 1 1
0B k + B k + B k = ® + D ;1 1 2 2 3 3 2 2

0C k + C k = ® + D :1 1 2 2 3 3

T h is m e th o d o f e q u a tin g c o e ± c ie n ts is fe a sib le o n ly fo r sm a ll sy ste m s a n d it a lw a y s p ro d u c e s
a lin e a r sy ste m in th e u n k n o w n g a in s k .i

T h e a b o v e a p p ro a ch c a n b e sim p lī e d if th e sy ste m is w ritte n in its c o n tro l c a n o n ic a l
fo rm

0 0 0 0 0 0_x = A x + B u ; y = C x ;

a n d w e a re se e k in g a c o n tro l la w o f th e fo rm

0 0u = ¡ K x :

A s a n e x a m p le sa y th e o p e n lo o p ch a ra c te ristic e q u a tio n is

4 3 2s + a s + a s + a s + a = 0 ;3 2 1 0

a n d th e sta te sp a c e fo rm o f th e sy ste m is
2 3 2 32 3 2 30 0_x 0 1 0 0 x 01 1
6 7 6 76 7 6 70 0_x 0 0 1 0 x 06 7 6 76 7 6 72 26 7 = 6 76 7 + 6 7u ;0 04 5 4 54 5 4 5_x 0 0 0 1 x 03 3

0 0_x ¡ a ¡ a ¡ a ¡ a x 10 1 2 34 4

a n d 2 30x 1
6 7h i 0x6 72y = b b b b 6 7 ;0 1 2 3 04 5x 3

0x 4

w ith th e c o n tro l la w 2 30x 1
6 7h i 0x6 70 0 0 0 2u = ¡ k k k k 6 7 :1 2 3 4 04 5x 3

0x 4

T h e tra n sfe r fu n c tio n is
3 2Y (s ) b s + b s + b s + b3 2 1 0= :4 3 2U (s ) s + a s + a s + a s + a3 2 1 0
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O b se rv e th a t n o a lg e b ra is n e e d e d h e re , if w e h a v e th e tra n sfe r fu n c tio n w e c a n w rite th e
c o n tro l c a n o n ic a l fo rm d ire c tly .

W e c a n se le c t n o w o u r d e sire d c lo se d lo o p c h a ra c te ristic e q u a tio n

4 3 2s + ® s + ® s + ® s + ® :3 2 1 0

T h e n 2 3
0 1 0 0

6 70 0 1 06 70A ¡ B K = 6 7 ;4 50 0 0 1
0 0 0 0¡ a ¡ k ¡ a ¡ k ¡ a ¡ k ¡ a ¡ k0 1 2 31 2 3 4

w ith c lo se d lo o p ch a ra c te ristic e q u a tio n

4 0 3 0 2 0 0s + (a + k )s + (a + k )s + (a + k )s + (a + k ) = 0 :3 2 1 04 3 2 1

A g a in , sin c e w e a re w o rk in g w ith a c o n tro l c a n o n ic a l fo rm , n o a lg e b ra h a s b e e n n e c e ssa ry so
fa r. W e c a n n o w so lv e fo r th e g a in s d ire c tly w ith o u t so lv in g a sy ste m o f lin e a r e q u a tio n s

0k = ¡ a + ® ;0 01
0k = ¡ a + ® ;1 12
0k = ¡ a + ® ;2 23
0k = ¡ a + ® ;3 34

a n d th e c o n tro l la w is

0 0 0 0 0 0 0 0u = ¡ k x ¡ k x ¡ k x ¡ k x ;1 1 2 2 3 3 4 4
0 0 0 0= ¡ (¡ a + ® )x ¡ (¡ a + ® )x ¡ (¡ a + ® )x ¡ (¡ a + ® )x :0 0 1 1 2 2 3 31 2 3 4

D ra w a b lo c k d ia g ra m o f th e sy ste m b e fo re a n d a fte r fe e d b a ck c o n tro l; d o y o u se e w h a t
h a p p e n s?

T o su m m a riz e , if w e h a v e a sy ste m

0 0_x = A x + B u ;

in th e c o n tro l c a n o n ic a l fo rm , w e c a n in tro d u c e a fe e d b a ck c o n tro l la w

0 0u = ¡ K x ;

w ith fe e d b a ck g a in s
0K = ¡ a + ® ;

w h e re

a = c o e ± c ie n ts o f o rig in a l c h a ra c te ristic e q u a tio n ;
® = c o e ± c ie n ts o f d e sire d ch a ra c te ristic e q u a tio n :
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If th e sy ste m is n o t in th e c o n tro l c a n o n ic a l fo rm w e h a v e to tra n sfo rm it. S u p p o se th a t
0th e o rig in a l sta te x is tra n sfo rm e d in to x th ro u g h th e tra n sfo rm a tio n

0x = T x ;

a n d
_x = A x + B u ;

b e c o m e s
0 ¡ 1 0_x = T A T x + T B u :

F o r th e tra n sfo rm e d sy ste m , w h ich is in th e c o n tro l c a n o n ic a l fo rm ,

0 0u = ¡ K x ;

w h e re
0 0K = ¡ a + ® = ¡ a + ® ;

sin c e th e ch a ra c te ristic e q u a tio n is in v a ria n t u n d e r a ch a n g e o f sta te v a ria b le s. T h e c o n tro l
la w is

0 0u = ¡ K x ;
0= ¡ K T x ;

= ¡ K x ;

w h e re
0K = K T ;|{z} |{z}|{z}

n £ n1 £ n 1 £ n

is th e g a in in th e o rig in a l sy ste m . T h is c a n a lso b e w ritte n a s

T TK = T (¡ a + ® ) :|{z} |{z} | {z }
tra n sp o sen £ 1 n £ n

W e o n ly n e e d to ¯ n d th e tra n sfo rm a tio n m a trix T w h ich w ill tra n sfo rm a n y sy ste m in to
its c o n tro l c a n o n ic a l fo rm . T h e d e sire d m a trix T is th e p ro d u c t o f tw o m a tric e s

T = V U ;

w h e re U is th e in v e rse o f th e c o n tro lla b ility m a trix C

¡ 1U = C :

N o tic e th a t if th e sy ste m is u n c o n tro lla b le , U d o e s n o t e x ist. M a trix V is g iv e n b y

¡ 1V = W ;
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w h e re 2 3
1 a a ¢ ¢ ¢ an ¡ 1 n ¡ 2 16 76 70 1 a ¢ ¢ ¢ an ¡ 1 26 76 70 0 1 ¢ ¢ ¢ a 36 76 7¢ ¢ ¢ ¢ ¢W = 6 7 ;6 76 7¢ ¢ ¢ ¢ ¢6 76 7¢ ¢ ¢ ¢ ¢4 5
0 0 0 ¢ ¢ ¢ 1

th e ¯ rst ro w is fo rm e d b y th e c o e ± c ie n ts o f th e ch a ra c te ristic p o ly n o m ia l o f A

n n ¡ 1d e t[A ¡ s I ] = s + a s + ¢ ¢ ¢ + a s + a = 0 ;n ¡ 1 1 0

a n d th e o th e r ro w s a re p u sh e d le ft b y o n e a t a tim e . T h e re fo re , th e d e sire d c o n tro l la w is
h i¡ 1T TK = (C W ) (¡ a + ® ) :

N o w th a t w e h a v e a fo rm u la fo r th e g a in s o f a c o n tro lla b le sin g le in p u t sy ste m th a t w ill
p la c e th e p o le s a t a n y d e sire d lo c a tio n , se v e ra l q u e stio n s a rise :

1 . If th e c lo se d lo o p p o le s c a n b e p la c e d a n y w h e re , w h e re sh o u ld th e y b e p la c e d ?

2 . H o w c a n th e te ch n iq u e b e e x te n d e d to m u ltip le in p u t sy ste m s?

3 . W h a t if n o t a ll sta te s a re a v a ila b le fo r fe e d b a c k a n d w e h a v e to u se o u tp u t m e a su re -
m e n ts o n ly ?

4 . W h a t d o w e d o if w e h a v e e x te rn a l d istu rb a n c e s a n d w e w a n t to tra c k a re fe re n c e
in p u t?

5 . H o w d o w e h a n d le e ® e c ts o f se n so r n o ise ?

6 . C a n w e o p tim iz e th e p e rfo rm a n c e o f a c o n tro l sy ste m ?

T h e a b o v e q u e stio n s a re th e su b je c t o f th e re m a in in g o f th e se n o te s.

2 .2 P o le L o c a t io n S e le c t io n

F o r a se c o n d o rd e r sy ste m w e m a y h a v e so m e tra n sie n t re sp o n se sp e c ī c a tio n s, su ch a s rise
tim e , p e rc e n t o v e rsh o o t, o r se ttlin g tim e . T h e se re su lt in a n a llo w a b le re g io n in th e s { p la n e
fro m w h ich w e c a n e a sily g e t th e d e sire d lo c a tio n s o f th e p o le s. F o r h ig h e r o rd e r sy ste m s w e
c a n e m p lo y th e c o n c e p t o f d o m in a n t ro o ts, se le c t tw o ro o ts a s d o m in a n t w h ich m e a n s th a t
w e w a n t to p la c e th e re m a in in g ro o ts m o re n e g a tiv e so th a t th e tra n sie n t re sp o n se is n o t
a ® e c te d sig n ī c a n tly . In se le c tin g p o le s fo r a p h y sic a l sy ste m w e n e e d to lo o k a t th e p h y sic s;
w e c a n n o t sp e c ify p o le s th a t a re to o n e g a tiv e , fo r e x a m p le . T h is w o u ld d e m a n d a v e ry sm a ll
tim e c o n sta n t fo r th e c o n tro l sy ste m a n d th e p h y sic a l sy ste m m a y n o t b e a b le to re a c t th a t
fa st.
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T h e c o n tro l la w u = ¡ K x im p lie s th a t fo r a g iv e n sta te x th e la rg e r th e g a in , th e la rg e r
th e c o n tro l in p u t. In p ra c tic e , h o w e v e r, th e re a re lim its o n u : a c tu a to r siz e a n d sa tu ra tio n .
O c c a sio n a l c o n tro l sa tu ra tio n is n o t se rio u s a n d m a y b e e v e n d e sira b le ; a sy ste m w h ic h n e v e r
sa tu ra te s is p ro b a b ly o v e rd e sig n e d .

E x a m p le : C o n tro l d e sig n b y p o le p la c e m e n t is v e ry e a sy u sin g M A T L A B , th e a p p ro p ria te
c o m m a n d is p l a c e w h ic h a c c e p ts a s in p u ts th e A , B m a tric e s a n d a v e c to r o f th e d e sire d
c lo se d lo o p p o le s, a n d re tu rn s th e g a in v e c to r K . F o r e x a m p le , c o n sid e r th e su b m a rin e
e q u a tio n s

2 3 2 32 3 2 3_ 0 0 1 µ 0µ
6 7 6 76 7 6 70 :0 1 3 5 ¡ 0 :3 2 2 0 ¡ 0 :7 1 0 2 w 0 :0 3 2 2= + ± :4 _w 5 4 54 5 4 5

¡ 0 :0 3 6 0 0 :1 2 6 0 ¡ 0 :7 3 9 5 q ¡ 0 :0 8 5 7_q
| {z } | {z }

A B

S a y w e w a n t to d e sig n a c o n tro l la w to sta b iliz e th e su b m a rin e to a le v e l ° ig h t p a th a t µ = 0 .
W e w a n t to b e a b le to re tu rn to le v e l a fte r a n in itia l sm a ll d istu rb a n c e in µ w ith in th e tim e it
ta k e s to tra v e l o n e sh ip le n g th , th is is re a so n a b le . S in c e th e b o a t is a b o u t 1 7 fe e t lo n g a n d it
tra v e ls a t 5 ft/ se c , th a t tim e is a b o u t 3 :5 se c o n d s; so w e w a n t th e c o n tro l la w to h a v e a tim e
c o n sta n t o f 3 se c o n d s. T h is m e a n s w e w a n t to p la c e th e c lo se d lo o p p o le s a t a p p ro x im a te ly
¡ 0 :3 . U sin g p l a c e w e sp e c ify p o le s a t ¡ 0 :3 , ¡ 0 :3 1 , ¡ 0 :3 2 (p l a c e d o e s n o t lik e p o le s th a t
a re e x a c tly th e sa m e ) a n d w e ¯ n d th e g a in s in th e c o n tro l la w

± = ¡ (¡ 0 :8 4 5 1 µ ¡ 1 :4 7 3 3 w + 0 :9 8 0 7 q ) :

U sin g a sim u la tio n p ro g ra m w e p lo t th e re sp o n se sta rtin g fro m 3 0 d e g re e s p o sitiv e (b o w u p )
p itch a n g le . W e a lso se t a lim it in th e d iv e p la n e a n g le b e tw e e n § 0 :4 ra d ia n s. W e c a n se e
fro m th e re su lts th a t in itia lly th e p la n e s sa tu ra te a t th e u p p e r lim it a n d th e y c o m e o ® a s
µ a p p ro a ch e s z e ro . F o r c o m p a riso n , w e sh o w th e re sp o n se w ith n o c o n tro l (p la n e s ¯ x e d a t
z e ro ). If w e sp e c ify m o re n e g a tiv e p o le s, a t ¡ 0 :9 , ¡ 0 :9 1 , ¡ 0 :9 2 , th e c o n tro l la w b e c o m e s

± = ¡ (¡ 3 1 :6 1 4 7 µ ¡ 1 :2 5 8 1 w ¡ 2 4 :6 6 3 4 q ) :

O b se rv e h o w u n re a listic a lly h ig h th e se g a in s a re : fo r a u n it ch a n g e in th e p itch a n g le µ o u r
c o n tro lle r d e m a n d s 3 2 d e g re e s o f p la n e a c tio n ! T h e re sp o n se is a lso sh o w n in th e ¯ g u re ;
th e re is m o re p la n e a c tiv ity th a n in th e p re v io u s c a se . H o w e v e r, sin c e w e h it th e sa tu ra tio n
lim it, th e re sp o n se is n o t a n y fa ste r a n d it o v e rsh o o ts th e d e sire d v a lu e . If w e sp e c ify le ss
n e g a tiv e p o le s a t ¡ 0 :1 , ¡ 0 :1 1 , ¡ 0 :1 2 , w e e n d u p w ith a c o n tro l la w

± = ¡ (0 :3 6 4 0 µ ¡ 1 :2 5 8 1 w + 8 :0 6 5 7 q ) :

T h is is a v e ry so ft c o n tro l la w , it ta k e s c o n sid e ra b ly lo n g e r fo r µ to re a ch z e ro a n d th e re is
v e ry lim ite d p la n e a c tiv ity .

F ro m th e a b o v e re su lts, th a t a re p lo tte d in F ig u re s 1 4 a n d 1 5 , w e c a n se e th a t:

² P o le s th a t a re sp e c ī e d to o n e g a tiv e w ill n o t n e c e ssa rily re su lt in fa ste r re sp o n se fo r a
p h y sic a l sy ste m ; w e m a y re a ch th e h a rd w a re lim ita tio n s o f th e sy ste m .
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² P o le s th a t a re sp e c ī e d to o n e g a tiv e w ill re su lt in a h ig h g a in tig h t c o n tro l la w w h ich
w ill e x h ib it c o n tin u o u s c o n tro l a c tio n ; th e sy ste m w ill o v e r{ re sp o n d to e v e ry th in g ,
in c lu d in g m e a su re m e n t n o ise .

² P o le s th a t a re sp e c ī e d n o t n e g a tiv e e n o u g h w ill re su lt in so ft re sp o n se w ith a v e ry
q u ite c o n tro l sy ste m th a t h a rd ly w o rk s a t a ll.

² P ro p e r p o le se le c tio n c a n b e a ch ie v e d b y k n o w in g th e p h y sic s o f th e sy ste m w e a re
try in g to c o n tro l, a n d b y a tria l{ a n d { e rro r sim u la tio n p ro c e ss.

T h e e ® e c t o f c o n tro l sy ste m g a in o n p o le lo c a tio n s c a n b e a p p re c ia te d b y c o n sid e rin g th e
fo rm u la h i¡ 1T TK = (C W ) (¡ a + ® ) :

T h e g a in s a re p ro p o rtio n a l to th e a m o u n ts th a t th e p o le s a re to b e m o v e d : th e le ss th e p o le s
a re m o v e d th e sm a lle r th e g a in m a trix a n d th e re fo re th e c o n tro l e ® o rt. It is a lso se e n th a t
th e c o n tro l sy ste m g a in s a re in v e rse ly p ro p o rtio n a l to th e c o n tro lla b ility te st m a trix C . T h e
le ss c o n tro lla b le th e sy ste m , th e la rg e r th e g a in s th a t a re n e e d e d to m a k e a ch a n g e in th e
sy ste m p o le s.

S o m e b ro a d g u id e lin e s fo r p o le se le c tio n a re :

² S e le c t a b a n d w id th h ig h e n o u g h to a ch ie v e d e sire d sp e e d o f re sp o n se .

² K e e p th e b a n d w id th lo w e n o u g h to a v o id e x c itin g u n m o d e le d h ig h fre q u e n c y e ® e c ts
a n d u n d e sire d re sp o n se to n o ise .

² P la c e th e p o le s a t a p p ro x im a te ly u n ifo rm d ista n c e s fro m th e o rig in fo r e ± c ie n t u se o f
th e c o n tro l e ® o rt.

W e c a n a lso u se sta n d a rd c h a ra c te ristic p o ly n o m ia ls su ch a s m in im iz in g th e IT A E c rite -
rio n , B e sse l tra n sfe r fu n c tio n s, o r B u tte rw o rth p o le c o n ¯ g u ra tio n s. A ty p ic a l sk e tch o f th e
B u tte rw o rth p o le s is sh o w n in F ig u re 1 6 .

T h e c lo se d lo o p p o le s te n d to ra d ia te o u t fro m th e o rig in a lo n g th e sp o k e s o f a w h e e l in
th e le ft h a lf p la n e a s g iv e n b y th e ro o ts o f

µ ¶2 ks k + 1= (¡ 1 ) ;
! 0

w h e re k is th e n u m b e r o f ro o ts in th e le ft h a lf p la n e a n d ! th e n a tu ra l fre q u e n c y . In th e0

a b se n c e o f a n y o th e r c o n sid e ra tio n , a B u tte rw o rth c o n ¯ g u ra tio n is o fte n su ita b le . N o te ,
h o w e v e r, th a t a s th e o rd e r o f th e sy ste m k b e c o m e s h ig h , o n e p a ir o f p o le s c o m e s v e ry c lo se
to th e im a g in a ry a x is. It m ig h t b e d e sira b le th e n to m o v e th e se p o le s fu rth e r in to th e le ft
h a lf p la n e .

O p tim a l c o n tro l stra te g ie s c a n a lso b e u se d to o p tim iz e so m e p e rfo rm a n c e in d e x . O n e
c o m m o n ch o ic e h e re is Z T

T Tm in J = (x Q x + u R u ) d t ;
0
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w h e re

Q = w e ig h tin g m a trix o f th e e rro r x ;
R = w e ig h tin g m a trix o f th e c o n tro l e ® o rt u :

T h is is th e L in e a r Q u a d ra tic R e g u la to r p ro b le m w h ic h is stu d ie d la te r in th e se n o te s.

2 .3 M u lt ip le I n p u t S y s t e m s

If th e d y n a m ic sy ste m u n d e r c o n sid e ra tio n

_x = A x + B u ;

h a s m o re th a n o n e in p u ts, th a t is B h a s m o re th a n o n e c o lu m n s, th e n th e g a in m a trix K in
th e c o n tro l la w

u = ¡ K x ;
h a s m o re th a n o n e ro w s. S in c e e a ch ro w o f K fu rn ish e s n a d ju sta b le g a in s, it is c le a r th a n
in a c o n tro lla b le sy ste m th e re w ill b e m o re g a in s a v a ila b le th a n n e e d e d to p la c e a ll o f th e
c lo se d lo o p p o le s. If w e h a v e m in p u ts, th e n th e e q u a tio n

d e t jA ¡ B K j = sp e c ī e d c h a ra c te ristic p o ly n o m ia l

g iv e s n e q u a tio n s w ith n £ m u n k n o w n s. M o re th a n o n e so lu tio n s e x ist in g e n e ra l. T h is
g iv e s th e d e sig n e r m o re ° e x ib ility : it is p o ssib le to sp e c ify a ll th e c lo se d lo o p p o le s a n d still
b e a b le to sa tisfy o th e r re q u ire m e n ts. T h e re a re se v e ra l p o ssib ilitie s h e re , so m e o f th e m a re
b rie ° y d isc u sse d b e lo w .

1 . W e c a n m a k e o n e c o n tro l p ro p o rtio n a l (o r re la te d ) to th e o th e r. F o r e x a m p le if w e
h a v e a tw o in p u t sy ste m

" #h i u 1_x = A x + b b ;1 2 u 2

w e c a n ch o o se
u = ¸ u ;2 1

w ith ¸ so m e se le c te d c o n sta n t o f p ro p o rtio n a lity , a n d th e sy ste m b e c o m e s
" #h i u 1b + ¸ b_x = A x + ;1 2 u 2

w h ich is sin g le in p u t. T h e u n d e rly in g p h y sic s sh o u ld b e th e g u id a n c e fo r se le c tio n in
th is m e th o d . F o r e x a m p le , sa y th a t o u r su b m a rin e is e q u ip p e d w ith tw o in p u ts fo r
d e p th c o n tro l: in d e p e n d e n t ste rn a n d b o w p la n e s, c a ll th e m ± a n d ± . If ra p id d e p ths b

ch a n g e is w h a t w e w a n t a t a re g u la r c ru isin g sp e e d th e n it m a k e s se n se to a ssu m e th a t
± = ¡ ± . T h is d e ° e c ts th e b o w p la n e s d i® e re n tia lly th a n ste rn p la n e s a n d p ro d u c e sb s

m a x im u m c o n tro l a u th o rity th ro u g h m a x im iz in g th e v e h ic le p itc h in g m o m e n t. If o n
th e o th e r h a n d , th e v e h ic le is e q u ip p e d w ith v e rtic a l ste rn a n d b o w th ru ste rs a n d is
o p e ra tin g n e a r h o v e r, it is n a tu ra l to c o m m a n d th e sa m e in ste a d o f o p p o site v a lu e s fo r
th e tw o c o n tro l in p u ts in o rd e r to a ch ie v e d e p th c o n tro l.
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2 . A n o th e r p o ssib le m e th o d o f se le c tin g a p a rtic u la r stru c tu re fo r th e g a in m a trix is to
m a k e e a c h c o n tro l v a ria b le d e p e n d o n a d i® e re n t g ro u p o f sta te v a ria b le s th a t a re p h y s-
ic a lly m o re c lo se ly re la te d to th a t c o n tro l v a ria b le th a n to th e o th e r c o n tro l v a ria b le s.
F o r e x a m p le , su p p o se th a t o u r su b m a rin e is e q u ip p e d w ith ste rn p la n e s a n d sa il p la n e s
a t a b o u t a m id sh ip s. T h e n is m a k e s se n se to u se th e ste rn p la n e s to d ire c tly c o n tro l
p itch a n g le a n d th e sa il p la n e s fo r d ire c t d e p th c o n tro l. F o rm a lly , w h a t w e a re d o in g in
th is c a se is to sp e c ify n o t ju st th e e ig e n v a lu e s o f th e c lo se d lo o p m a trix b u t a lso (so m e
o f) its e ig e n v e c to rs. T h is a c h ie v e s a m o re p re c ise sh a p in g o f th e re sp o n se .

3 . A n o th e r p o ssib ility m ig h t b e to se t so m e o f th e g a in s to z e ro . F o r e x a m p le , it is p o ssib le
(so m e tim e s) to p la c e th e c lo se d lo o p p o le s a t th e d e sire d lo c a tio n s w ith a g a in m a trix
w h ich h a s a c o lu m n o f z e ro s. T h is m e a n s th a t th e sta te v a ria b le c o rre sp o n d in g to th a t
c o lu m n is n o t n e e d e d in th e g e n e ra tio n o f a n y o f th e c o n tro l sig n a ls in th e v e c to r u , a n d
h e n c e th e re is n o n e e d to m e a su re (o r e stim a te ) th a t sta te v a ria b le . T h is sim p lī e s th e
re su ltin g c o n tro l sy ste m stru c tu re . If a ll th e sta te v a ria b le s, e x c e p t th o se c o rre sp o n d in g
to c o lu m n s o f z e ro s in th e g a in m a trix , a re a c c e ssib le fo r m e a su re m e n t th e n th e re is n o
n e e d fo r a n o b se rv e r to e stim a te th e sta te v a ria b le s th a t c a n n o t b e m e a su re d . A v e ry
sim p le a n d ro b u st c o n tro l sy ste m is th e re su lt.

H a n d c a lc u la tio n o f th e sy ste m o f e q u a tio n s to b e so lv e d fo r th e g a in s is p o ssib le fo r th e
m u ltip le in p u t c a se ju st lik e th e sin g le in p u t. T h e o n ly d i® e re n c e h e re is th a t u n lik e th e
sin g le in p u t w h e re w e a lw a y s e n d u p w ith a sy ste m o f lin e a r sim u lta n e o u s e q u a tio n s in k ,i

fo r m u ltip le in p u ts it is p o ssib le to c o m e u p w ith a n o n lin e a r sy ste m fo r k .ij

3 O B S E R V E R D E S I G N

S o fa r w e h a v e d e v e lo p e d th e m e a n s to e sta b lish a c o n tro l la w ; i.e , so ftw a re w h ich c o m m a n d s
a c e rta in a c tio n fro m th e sy ste m a c tu a to rs. W h a t is n e e d e d is th e sta te x . In re a lity , h o w e v e r,
w h a t is a v a ila b le to u s fro m h a rd w a re is th e o u tp u t y th ro u g h a se t o f se n so rs. In o rd e r to
c o m p le te th e p ic tu re , th e re fo re , w e n e e d to e stim a te x g iv e n y .

3 .1 S t a t e E s t im a t o r s

S a y w e h a v e th e sy ste m
_x = A x + B u ;

a n d w e w a n t to u se a c o n tro l
u = ¡ K x :

S u p p o se , h o w e v e r, th a t w e o n ly h a v e th e m e a su re m e n ts (o u tp u t)

y = C x ; p < n ;|{z}|{z}|{z}
p £ n n £ 1p £ 1
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¡ 1in ste a d o f x . N o te th a t if p w e re e q u a l to n th e n w e c o u ld u se x = C y a n d o u r tro u b le s
w o u ld b e o v e r; th e in te re stin g c a se is w h e n w e h a v e le ss se n so rs a v a ila b le th a n th e n u m b e r
o f sta te s, p < n . It m a y b e u n d e sira b le , e x p e n siv e , o r im p o ssib le to d ire c tly m e a su re a ll o f
th e sta te s. W h a t w e c a n d o is to d y n a m ic a lly u se th e p m e a su re m e n ts to e stim a te a ll th e

bsta te s in x . If w e d e n o te th e e stim a te o f th e sta te x a s x , th e e rro r in th a t e stim a te w ill b e

e bx = x ¡ x :|{z} |{z} |{z}
e rro r e stim a tea c tu a l

bT h e n w e c o u ld fe e d b a c k th is e stim a te x in p la c e o f th e a c tu a l sta te ; i.e .,

bu = ¡ K x :

W h a t w e n e e d n o w is to c o n stru c t a sta te e stim a to r o r o b se rv e r. C o n sid e r fe e d in g b a ck th e
d i® e re n c e b e tw e e n th e e stim a te d a n d m e a su re d o u tp u ts a n d c o rre c tin g th e m o d e l c o n tin u -
o u sly w ith th is e rro r sig n a l

_b b bx = A x + B u + L (y ¡ C x ) ;

w h e re

b bA x + B u : sy ste m m o d e l, x sh o u ld b e h a v e lik e x ;
L : o b se rv e r g a in m a trix , to b e d e te rm in e d ;
y : a c tu a l m e a su re m e n t ;
b bC x : m e a su re m e n t if x w e re x :

In o rd e r to e sta b lish L w e c a n c o n sid e r th e d y n a m ic s o f th e e rro r in th e e stim a te ,

_ _e bx = _x ¡ x = )
_e b bx = A x + B u ¡ A x ¡ B u ¡ L (y ¡ C x ) = )
_e b bx = A (x ¡ x ) ¡ L (C x ¡ C x ) = )
_e ex = (A ¡ L C )x :

T h e e rro r in th e e stim a te w ill b e d e te rm in e d b y th e e ig e n v a lu e s o f [A ¡ L C ] w h ic h w e c a n
o b ta in fro m d e t[A ¡ L C ¡ s I ] = 0 . If (A ; C ) is o b se rv a b le , w e c a n p ick th e e le m e n ts o f
L to g iv e th e e rro r a rb itra ry d y n a m ic s, sim ila rly to th e c o n tro l d e sig n . W e sh o u ld ch o o se
th e e ig e n v a lu e s o f [A ¡ L C ] to b e fu rth e r to th e le ft in th e s { p la n e th a n th e e ig e n v a lu e s o f
[A ¡ B K ]. T h e n th e e rro r in th e e stim a te w ill d ie q u ick ly c o m p a re d to th e d y n a m ic s o f th e
sy ste m .

T h e c o m b in e d c o n tro lle r a n d o b se rv e r e q u a tio n s a re

b_x = A x ¡ B K x ;
_b bx = L C x + (A ¡ L C ¡ B K )x ;

y = C x ;

o r " # " #" #
_x A ¡ B K x= ;_ bb L C A ¡ L C ¡ B K xx
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a n d " #h i xy = C 0 :bx

In b lo c k d ia g ra m fo rm th is a p p e a rs a s sh o w n in F ig u re 1 7 .

If w e u se
b eu = ¡ K x = ¡ K (x ¡ x ) ;

w e g e t " # " #" #
_x A ¡ B K B K x= ;_ ee 0 A ¡ L C xx

w h ich h a s th e fo llo w in g c h a ra c te ristic e q u a tio n

d e t[A ¡ B K ¡ s I ] ¢ d e t[A ¡ L C ¡ s I ] = 0 :

T h is in d ic a te s th a t th e d y n a m ic s o f th e o b se rv e r a re c o m p le te ly in d e p e n d e n t o f th e d y n a m ic s
(e ig e n v a lu e s) o f th e c o n tro lle r. T h u s, K a n d L c a n b e d e sig n e d se p a ra te ly .

3 .2 D u a lit y

R e m e m b e r th e c o n tro lle r d e sig n fo r _x = A x + B u , y = C x b y p la c in g th e e ig e n v a lu e s o f
[A ¡ B K ]. F o r th e o b se rv e r d e sig n w e w a n t to p la c e th e e ig e n v a lu e s o f [A ¡ L C ]. B u t th e

Te ig e n v a lu e s o f [A ¡ L C ] a re th e sa m e a s th e e ig e n v a lu e s o f [A ¡ L C ] a n d th e se a re th e
T T Tsa m e a s th e e ig e n v a lu e s o f [A ¡ C L ]. T h e re fo re , in ste a d o f d e sig n in g a n o b se rv e r fo r th e

T Tsy ste m _x = A x + B u , y = C x w e c a n d e sig n a c o n tro lle r fo r _x = A + C u . T h is is th e
d u a lity p rin c ip le b e tw e e n c o n tro lle r a n d o b se rv e r,

c o n tro lle r Ã ! o b se rv e r
TA Ã ! A
TB Ã ! C
TC Ã ! B

F o r a n y sy ste m

_x = A x + B u ;
y = C x ;

its d u a l sy ste m is

T T_x = A x + C u ;
Ty = B x :

T h e c o n tro lla b ility m a trix o f a sy ste m is th e o b se rv a b ility m a trix o f its d u a l a n d v ic e v e rsa .
If in th e o b se rv e r c a n o n ic a l fo rm , sta rtin g fro m th e o u tp u t, a ll sig n a l ° o w s a re re v e rse d |
su m m e rs a re c h a n g e d to n o d e s a n d n o d e s a re ch a n g e d to su m m e rs | w e o b ta in th e c o n tro l
c a n o n ic a l fo rm .
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3 .3 P o le P la c e m e n t fo r S in g le O u t p u t S y s t e m s

W h e n th e re is o n ly o n e o u tp u t v a ria b le , th e o u tp u t e q u a tio n is
2 3

x 1
6 7h i x6 726 7c c ¢ ¢ ¢ cy = :1 2 n .6 7.4 5.

x n

T h u s, C is a ro w v e c to r h i
c c ¢ ¢ ¢ cC = ;1 2 n

a n d th e o b se rv e r g a in m a trix L is a c o lu m n v e c to r
2 3

` 1
6 7`6 726 7L = :.6 7.4 5.

`n

N o w re c a ll th e e x p re ssio n w e h a d fo r th e c o n tro lle r g a in m a trix
h i¡ 1T TK = (C W ) (¡ a + ® ) :

B y d u a lity , th e o b se rv e r g a in m a trix m u st b e
h i¡ 1TL = (O W ) (¡ a + ® ) ;

w h e re

O = o b se rv a b ility m a trix ;
a = c o e ± c ie n ts o f o rig in a l ch a ra c te ristic e q u a tio n ;

® = c o e ± c ie n ts o f d e sire d ch a ra c te ristic e q u a tio n :

T h e p re se n c e o f m o re th a n o n e o u tp u ts p ro v id e s m o re ° e x ib ility ; it is p o ssib le to p la c e a ll
th e e ig e n v a lu e s a n d d o o th e r th in g s to o . O r, a lte rn a tiv e ly , so m e o f th e o b se rv e r g a in s c a n
b e se t to z e ro to sim p lify th e re su ltin g o b se rv e r stru c tu re .

3 .4 C o m p e n s a t o r D e s ig n

R e c a ll th a t th e e ig e n v a lu e s o f th e c o n tro lle r w e re n o t a ® e c te d b y th e e ig e n v a lu e s o f th e
o b se rv e r, th is a llo w s u s to d e sig n th e c o n tro lle r a n d o b se rv e r se p a ra te ly w h ic h is k n o w n a s
th e sep a ra tio n p rin c ip le. T h e c o m b in a tio n is c a lle d a co m p en sa to r,

(c o n tro lle r) + (e stim a to r) = (c o m p e n sa to r) :
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F o r th e sy ste m

_x = A x + B u ;
y = C x ;

w e h a v e th e c o n tro lle r
u = ¡ K x ;

th e o b se rv e r
_b b bx = A x + B u + L (y ¡ C x ) ;

a n d , u sin g th e se p a ra tio n p rin c ip le , w e c a n w rite

bu = ¡ K x :

T h e b lo ck d ia g ra m o f th e c o m p e n sa to r is sh o w n in F ig u re 1 7 .

U sin g th e a b o v e e q u a tio n s w e g e t

b_x = A x ¡ B K x
e= A x ¡ B K (x ¡ x )

e= (A ¡ B K )x + B K x
e= A x + B K x ;C

a n d
_b b b bx = A x ¡ B K x + L (C x ¡ C x ) :

T h e re fo re ,
b_ _e b e ex = _x ¡ x = (A ¡ L C )x = A x :

T a k in g L a p la c e tra n sfo rm s,

e(s I ¡ A )x (s ) = B K x (s ) + x (t ) ;C 0
¡ 1b be e e e(s I ¡ A )x (s ) = x (t ) = ) x (s ) = (s I ¡ A ) x (t ) :0 0

T h e re fo re ,

¡ 1 ¡ 1ex (s ) = (s I ¡ A ) B K x (s ) + (s I ¡ A ) x (t ) ;C C 0
¡ 1 ¡ 1 ¡ 1b e= (s I ¡ A ) B K (s I ¡ A ) x (t ) + (s I ¡ A ) x (t ) ;C 0 C 0

a n d w e c a n se e th a t th e tra n sie n t re sp o n se o f th e sta te is th e su m o f tw o p a rt: o n e p a rt d u e
eto th e in itia l e stim a tio n e rro r x (t ), a n d o n e p a rt d u e to th e in itia l sta te x (t ).0 0

In o rd e r to o b ta in th e tra n sfe r fu n c tio n o f th e c o m p e n sa to r, w e h a v e

_b bx = (A ¡ B K ¡ L C )x + L y ;

o r
¡ 1bx (s ) = (s I ¡ A + B K + L C ) L y (s ) :
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T h e n
¡ 1bu (s ) = ¡ K x (s ) = ¡ K (s I ¡ A + B K + L C ) L y (s ) :

T h e tra n sfe r fu n c tio n o f th e c o m p e n sa to r, D (s ), is d e ¯ n e d b e tw e e n p la n t o u tp u t a n d p la n t
in p u t b y

u (s ) = ¡ D (s )y (s ) ;

so

¡ 1D (s ) = K (s I ¡ A + B K + L C ) L
¡ 1b= K (s I ¡ A ) L ;C

w h e re
b bA = A ¡ B K ¡ L C = A ¡ L C = A ¡ B K :C C

W e c a n d e ¯ n e th e fo llo w in g :

b² c o m p e n sa to r p o le s = z e ro s o f js I ¡ A j,C

² o p e n lo o p p la n t p o le s = z e ro s o f js I ¡ A j,

² c o n tro lle r p o le s = z e ro s o f js I ¡ A j,C

b² o b se rv e r p o le s = z e ro s o f js I ¡ A j.

bA ll o f th e a b o v e a re , in g e n e ra l, d i® e re n t. If A a n d A a re ch o se n in d e p e n d e n tly , it m a yC
be v e n h a p p e n th a t A h a s ro o ts in th e rig h t h a lf s { p la n e , w h ic h m e a n s th a t e v e n th o u g hC

th e c o m p le te sy ste m is still sta b le , w e c a n g e t a n \ u n sta b le " c o m p e n sa to r. T h is is n o t
c a ta stro p h ic , th e m a in se rio u s c o n se q u e n c e o f a n u n sta b le c o m p e n sa to r is th a t th e c lo se d
lo o p sy ste m w ill o n ly b e c o n d itio n a lly sta b le a n d , th e re fo re , m a y n o t b e v e ry ro b u st w ith
re sp e c t to u n m o d e le d d y n a m ic s a n d p a ra m e te r v a ria tio n s.

In su m m a ry , th e c o m p e n sa to r d e sig n p ro c e e d s a s fo llo w s:

1 . D e sig n a c o n tro l la w a ssu m in g th a t a ll sta te s a re a v a ila b le .

2 . D e sig n a n o b se rv e r to e stim a te th e (m issin g ) sta te s.

3 . C o m b in e th e fu ll sta te c o n tro l la w w ith th e o b se rv e r to o b ta in th e c o m p e n sa to r d e sig n .

E x a m p le : C o n sid e r th e su b m a rin e p itch a n g le c o n tro l d e v e lo p e d in th e p re v io u s se c tio n .
W ith p o le s a t ¡ 0 :3 , a n d if n o t a ll sta te s µ , w , q a re d ire c tly m e a su ra b le , w e h a v e to u se

b b b± = ¡ (¡ 0 :8 4 5 1 µ ¡ 1 :4 7 3 3 w + 0 :9 8 0 7 q ) :

A ssu m e , h o w e v e r, th a t th e o n ly se n so r w e h a v e is a ra te g y ro th a t m e a su re s th e p itch ra te q .
W e h a v e to d e sig n a n o b se rv e r to e stim a te µ , w , q , u sin g th e q m e a su re m e n ts. F irst, is th is
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p o ssib le ? T o d o th is w e h a v e to ch e ck th e o b se rv a b ility o f th e sy ste m . T h e o u tp u t e q u a tio n
is 2 3

µh i6 7y = 0 0 1 w ;4 5
q

a n d th e o b se rv a b ility m a trix is
2 3

0 0 1 :0 0 0 0
6 7O = ¡ 0 :0 3 6 0 0 :1 2 6 0 ¡ 0 :7 3 9 5 ;4 5

0 :0 2 8 3 ¡ 0 :1 3 3 8 0 :4 2 1 4

w h ich h a s ra n k 3 ; i.e ., th e sy ste m is o b se rv a b le . In o rd e r to d e sig n th e o b se rv e r g a in s w e
u se th e d u a lity p rin c ip le a n d w e issu e th e M A T L A B c o m m a n d p l a c e w h ich w e a lre a d y u se d

0 0fo r th e c o n tro lle r: h e re w e u se A in ste a d o f A a n d C in ste a d o f B (th e p rim e in M A T L A B
sig n ī e s a tra n sp o se ). T h e o b se rv e r p o le s a re se le c te d , sa y a t ¡ 0 :6 , ¡ 0 :6 1 , ¡ 0 :6 2 ; th e se a re
tw ic e a s n e g a tiv e a s th e c o n tro lle r p o le s so th e e rro r in th e e stim a te sh o u ld d ie o u t fa ste r
th a n th e sy ste m d y n a m ic s. T h e o b se rv e r g a in s a re

2 3
¡ 2 1 :9 6 1 4

6 7L = ¡ 2 :2 6 3 6 ;4 5
0 :7 6 8 5

a n d th e o b se rv e r e q u a tio n s
_b b bx = A x + B u + L (y ¡ C x ) ;

o r, if w e su b stitu te th e v a lu e s fo r A , B , C , a n d L ,

_b b bµ = q ¡ 2 1 :9 6 1 4 (q ¡ q ) ;
b_b b b bw = 0 :0 1 3 5 µ ¡ 0 :3 2 2 w ¡ 0 :7 1 0 2 q + 0 :0 3 2 2 ± ¡ 2 :2 6 3 6 (q ¡ q ) ;
b_b b b bq = ¡ 0 :0 3 6 µ + 0 :1 2 6 w ¡ 0 :7 3 9 5 q ¡ 0 :0 8 5 7 ± + 0 :7 6 8 5 (q ¡ q ) :

T h e o b se rv e r p ro d u c e s e stim a te s o f th e sta te s a n d th e se a re u se d in th e c o n tro l la w w e
e sta b lish e d p re v io u sly (w ith p o le s a t ¡ 0 :3 ),

b b bu = 0 :8 4 5 1 µ + 1 :4 7 3 3 w ¡ 0 :9 8 0 7 q :

T h e sy ste m is su b je c te d to a n in itia l d istu rb a n c e µ = 3 0 d e g re e s, w h ile fo r th e o b se rv e r w e
bu se µ = 0 sin c e th e o b se rv e r d o e s n o t k n o w th e tru e v a lu e o f µ . T h e re su lts o f th e sim u la tio n

a re p re se n te d in F ig u re 1 8 w h e re it c a n b e se e n th a t µ a p p ro a ch e s z e ro in m u ch th e sa m e
bw a y a s fo r th e c o m p le te sta te m e a su re m e n t c a se o f th e p re v io u s se c tio n . T h e e stim a te µ

a p p ro a c h e s th e tru e v a lu e o f µ q u ick ly .

If w e w e re to re d u c e th e a b so lu te v a lu e o f th e o b se rv e r p o le s, sa y to ¡ 0 :1 , ¡ 0 :1 1 , ¡ 0 :1 2 w e
a re fa c e d w ith th e fo llo w in g p a th o lo g ic a l situ a tio n : In o rd e r fo r th e c o n tro l la w to re tu rn th e
sy ste m to its e q u ilib riu m , it n e e d s a n a c c u ra te e stim a te o f th e sta te s a s q u ick ly a s p o ssib le .
S in c e th e o b se rv e r p o le s, h o w e v e r, a re le ss n e g a tiv e th a n th e c o n tro lle r p o le s th is e stim a te
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w ill b e slo w w h ich m e a n s th a t it w ill ta k e lo n g e r fo r th e c o n tro l la w to sta b iliz e th e sy ste m
to its e q u ilib riu m p o in t. In d e e d , in su ch a c a se th e o b se rv e r g a in s a re

2 3
0 :8 6 6 4

6 7L = ¡ 0 :4 8 1 7 ;4 5
¡ 0 :7 3 1 5

a n d th e re su lts o f th e sim u la tio n a re sh o w n in F ig u re 1 9 . It c a n b e se e n th a t th e re sp o n se o f
th e sy ste m is slo w ; e v e n th o u g h th e c o n tro l p o le s w e re sp e c ī e d a t ¡ 0 :3 th e re sp o n se lo o k s
m o re lik e th e ¡ 0 :1 c o n tro lle r p o le s o f th e p e rfe c t sta te k n o w le d g e c a se o f th e p re v io u s se c tio n
(w h y ? ).

It a p p e a rs th a t w e n e e d to h a v e th e o b se rv e r p o le s a s n e g a tiv e a s p o ssib le , c o m p a re d to
th e c lo se d lo o p c o n tro l p o le s. A g o o d ru le { o f{ th u m b p ra c tic e is tw ic e a s n e g a tiv e . B e y o n d
th a t w e d o n o t g a in m u c h a n d w e ru n in to p ro b le m s w ith se n so r n o ise , m o re a b o u t th is la te r.
F o r n o w , it is e n o u g h to re c o g n iz e th e fa c t th a t a s th e o b se rv e r p o le s b e c o m e m o re n e g a tiv e ,
th e e le m e n ts o f L b e c o m e la rg e r in a b so lu te v a lu e (v e rify th is u sin g M A T L A B ) a n d a n y k in d
o f se n so r n o ise th a t g e ts in to o u r m e a su re m e n ts w ill b e m a g n ī e d . T h e re is a lim it o n h o w
la rg e th e e le m e n ts o f L c a n b e a n d th is d e p e n d s o n th e q u a lity o f o u r se n so rs. T h is is th e
o p tim a l o b se rv e r d e sig n o r K a lm a n ¯ lte r p ro b le m w h ich w e d isc u ss la te r.

3 .5 R e d u c e d O r d e r O b s e r v e r s

T h e p re v io u sly d e v e lo p e d o b se rv e r is u su a lly c a lle d a fu ll o rd e r o b se rv e r: its o rd e r is th e sa m e
a s th a t o f th e sy ste m . A fu ll o rd e r o b se rv e r e stim a te s a ll th e sta te s in a sy ste m , re g a rd le ss
w h e th e r th e y a re m e a su re d o r n o t. T h is d o e s n o t se e m to b e to o b a d , e x c e p t im a g in e w e
h a v e a sy ste m w ith te n sta te s a n d w e c a n m e a su re e ig h t o f th e m ; w o u ld n 't it b e b e tte r
to e stim a te tw o in ste a d o f a ll te n sta te s? T h e fo rm a liz a tio n o f th is p ro c e d u re le a d s to th e
re d u c e d o rd e r e stim a to r.

S u p p o se w e c a n m e a su re so m e o f th e sta te v a ria b le s c o n ta in e d in x . W e p a rtitio n th e
sta te v e c to r x in to tw o se ts,

x : v a ria b le s th a t c a n b e m e a su re d d ire c tly ;1

x : v a ria b le s th a t c a n n o t b e m e a su re d d ire c tly :2

T h e sta te e q u a tio n s a re b ro k e n d o w n to

_x = A x + A x + B u ;1 1 1 1 1 2 2 1

_x = A x + A x + B u ;2 2 1 1 2 2 2 2

a n d th e o b se rv a tio n e q u a tio n is
y = C x ;1 1

w h e re C is sq u a re a n d n o n sin g u la r m a trix . T h e fu ll o rd e r o b se rv e r fo r th e sta te s is th e n1

_b b b bx = A x + A x + B u + L (y ¡ C x ) ;1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1

_b b b bx = A x + A x + B u + L (y ¡ C x ) :2 2 1 1 2 2 2 2 2 1 1
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bB u t w h y ta k e th e tro u b le to im p le m e n t th e ¯ rst o b se rv e r e q u a tio n fo r x w h e n w e c a n so lv e1

fo r x d ire c tly ?1
¡ 1bx = x = C y :1 1 1

In th is c a se th e o b se rv e r fo r th o se sta te s th a t c a n n o t b e m e a su re d d ire c tly b e c o m e s

¡ 1_b bx = A C y + A x + B u ;2 2 1 2 2 2 21

w h ich is a d y n a m ic sy ste m o f th e sa m e o rd e r a s th e n u m b e r o f sta te v a ria b le s th a t c a n n o t
b e m e a su re d d ire c tly . T h e d y n a m ic b e h a v io r o f th is re d u c e d o rd e r o b se rv e r is g o v e rn e d b y
th e e ig e n v a lu e s o f A , a m a trix o v e r w h ich th e d e sig n e r h a s n o c o n tro l. S in c e th e re is n o2 2

a ssu ra n c e th a t th e e ig e n v a lu e s o f A a re su ita b le , w e n e e d a m o re g e n e ra l sy ste m fo r th e2 2
bre c o n stru c tio n o f x . W e ta k e2

bx = L y + z ;2

w h e re
_z = F z + G y + H u :

D e ¯ n e th e e stim a tio n e rro r
" # " # " #

bx ¡ x e 01 1 1be = x ¡ x = = = ;bx ¡ x e e2 2 2 2

a n d w e g e t

_b_e = _x ¡ x2 2 2

= A x + A x + B u ¡ L _y ¡ _z2 1 1 2 2 2 2

= A x + A x + B u ¡ L C _x ¡ F z ¡ G y ¡ H u2 1 1 2 2 2 2 1 1

= A x + A x + B u ¡ L C (A x + A x + B u )2 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 1 2 2 1

b¡ F (x ¡ L y ) ¡ G y ¡ H u :2

S in c e
bx ¡ L y = x ¡ e ¡ L y = x ¡ e ¡ L C x ;2 2 2 2 2 1 1

w e g e t

_e = F e + (A ¡ L C A ¡ G C + F L C )x2 2 2 1 1 1 1 1 1 1

+ (A ¡ L C A ¡ F )x + (B ¡ L C B ¡ H )u :2 2 1 1 2 2 2 1 1

In o rd e r fo r th e e rro r to b e in d e p e n d e n t o f x , x , a n d u , th e m a tric e s m u ltip ly in g x , x ,1 2 1 2

a n d u m u st v a n ish

F = A ¡ L C A ;2 2 1 1 2

H = B ¡ L C B ;2 1 1
¡ 1G = (A ¡ L C A )C + F L :2 1 1 1 1 1

T h e n
_e = F e ;2 2
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a n d fo r sta b ility th e e ig e n v a lu e s o f F m u st lie in th e le ft h a lf s { p la n e . T h e re fo re , w e se e th a t
th e p ro b le m o f re d u c e d o rd e r o b se rv e r is sim ila r to th e fu ll o rd e r o b se rv e r w ith (A ¡ L C A )2 2 1 1 2

p la y in g th e ro le o f (A ¡ L C ). T h e b lo c k d ia g ra m sch e m a tic a p p e a rs a s sh o w n in F ig u re 2 0 .

E x a m p le : C o n sid e r th e su b m a rin e p ro b le m , a n d a ssu m e th a t b o th th e p itch a n g le µ a n d
p itch ra te q a re a v a ila b le th ro u g h m e a su re m e n ts. W h a t w e n e e d is to e stim a te th e v e rtic a l
tra n sla tio n a l (h e a v e ) v e lo c ity w . L e t's d e sig n a re d u c e d o rd e r o b se rv e r to d o th e jo b . W e
sta rt w ith o u r e q u a tio n s o f m o tio n a n d w e re { w rite th e m so th a t th e v a ria b le s th a t a re
m e a su ra b le g o ¯ rst

_µ = q ;
2_q = a U w + a U q + a z µ + b U ± ;2 1 2 2 2 3 G B 2
2_w = a U w + a U q + a z µ + b U ± :1 1 1 2 1 3 G B 1

In m a trix fo rm w e h a v e
2 3 2 32 3 2 3_ 0 1 0 µ 0µ
6 7 6 76 7 6 72= a z a U a U q + b U ± ;4 _q 5 4 54 5 4 52 3 G B 2 2 2 1 2

2a z a U a U w b U_w 1 3 G B 1 2 1 1 1

a n d th e m e a su re m e n t e q u a tio n is
2 3" # " # µµ 1 0 0 6 7qy = = :4 5q 0 1 0 w

T h e re fo re , th e m a tric e s a re
" # h iµx = ; x = w ;1 2q

" # " # h i h i0 1 0 a z a U a UA = ; A = ; A = ; A = ;1 1 1 2 2 1 1 3 G B 1 2 2 2 1 1a z a U a U2 3 G B 2 2 2 1
" # " #h i h i0 1 02b U ` `B = ; B = ; C = ; L = :1 2 1 1 1 22b U 0 12

T h e re d u c e d o rd e r o b se rv e r e q u a tio n s a re

bw = ` µ + ` q + z ;1 2

_z = F z + G y + H ± :

F o llo w in g th e d e sig n p ro c e d u re w e h a v e
" #h i 0F = a U ¡ ` ` = a U ¡ ` a U = p ;1 1 1 2 1 1 2 2 1a U2 1

w h e re p is th e d e sire d o b se rv e r p o le (F h e re is a sc a la r sin c e th e re is o n ly o n e sta te v a ria b le
to b e e stim a te d ). W e se e th a t ` p la y s n o ro le in d e te rm in in g F a n d , th e re fo re , w e c a n1

ch o o se
` = 0 ;1
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fo r sim p lic ity . T h e o th e r o b se rv e r g a in ` is c o m p u te d fro m2

a U ¡ p1 1` = :2 a U2 1

T h e n w e g e t
" #h i 02H = b U ¡ 0 `21 2b U2

2 2= b U ¡ ` b U ;1 2 2

G = A ¡ L A + F L2 1 1 1 " #h i h i h i0 1= a z a U ¡ 0 ` + p 0 `1 3 G B 1 2 2 2a z a U2 3 G B 2 2
h i h i h i

= a z a U ¡ ` a z ` a U + 0 p `1 3 G B 1 2 2 2 3 G B 2 2 2 2
h i

a z ¡ ` a z a U ¡ ` a U + p `= :1 3 G B 2 2 3 G B 1 2 2 2 2 2

T h e o b se rv e r e q u a tio n s a re th e n

_z = p z + (a z ¡ ` a z )µ + (a U ¡ ` a U + p ` )q1 3 G B 2 2 3 G B 1 2 2 2 2 2
2 2+ (b U ¡ ` b U )± ;1 2 2

bw = ` q + z :2

S im u la tio n re su lts fo r c o n tro l p o le s a t ¡ 0 :3 a n d o b se rv e r p o le a t ¡ 0 :6 a re sh o w n in F ig u re
b2 1 , in te rm s o f w a n d w v e rsu s tim e . In th is sim u la tio n th e in itia l c o n d itio n s w e re ch a n g e d

bto µ = q = 0 , w = 0 :5 ft/ se c , a n d w = 0 . T h is w a s d o n e to b e tte r sh o w th e c o n v e rg e n c e o f
bw to th e tru e v a lu e w . T h e sa m e re m a rk s c o n c e rn in g se le c tio n o f o b se rv e r p o le s a p p ly fo r

th e re d u c e d o rd e r o b se rv e r a s fo r th e fu ll o rd e r o b se rv e r d e sig n .

4 D I S T U R B A N C E S A N D T R A C K I N G S Y S T E M S

T h e b e st w a y to sta rt w ith th e in tro d u c tio n o f th e re fe re n c e in p u t is v ia o u r su b m a rin e
e x a m p le :

E x a m p le : O n c e m o re , c o n sid e r th e su b m a rin e e q u a tio n s o f m o tio n

_µ = q ;
2_w = a U w + a U q + a z µ + b U ± ;1 1 1 2 1 3 G B 1
2_q = a U w + a U q + a z µ + b U ± :2 1 2 2 2 3 G B 2

W e h a v e a fe e d b a ck c o n tro l la w w h ich w ill g u a ra n te e sta b ility , o f th e fo rm

± = ¡ k µ ¡ k w ¡ k q ;1 2 3
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w h e re th e g a in s k , k , k c o rre sp o n d , sa y , to th e ¡ 0 :3 p o le s. W h a t if w e w a n te d th e b o a t1 2 3

to sta b iliz e to , sa y , µ = £ w h e re £ 6= 0 ? T h e ¯ rst re a c tio n m ig h t b e to u se

± = ¡ k (µ ¡ £ ) ¡ k w ¡ k q :1 2 3

T o se e if th is is e n o u g h le t's sim u la te th e sy ste m w ith £ = 2 0 d e g re e s, a n d sta rtin g w ith
z e ro in itia l c o n d itio n s. T h e re su lts a re sh o w n in F ig u re 2 2 , in te rm s o f µ = £ v e rsu s t (so lid
c u rv e ) w h e re it is c le a r th a t th e sy ste m m isse d its ¯ n a l v a lu e , it sta b iliz e d b u t to th e w ro n g
a n g le . T o se e w h a t w e n t w ro n g , c o n sid e r th e a b o v e e q u a tio n s. A t ste a d y sta te a ll tim e

_d e riv a tiv e s g o to z e ro , w h ich m e a n s µ = q = 0 , _w = 0 , a n d _q = 0 . F ro m th e e q u a tio n s o f
m o tio n th is m e a n s th a t

2a U w + a z µ + b U ± = 0 ;1 1 1 3 G B 1
2a U w + a z µ + b U ± = 0 ;2 1 2 3 G B 2

a n d if w e u se th e ste a d y sta te c o n tro l la w

± = ¡ k µ + k £ ¡ k w ;1 1 2

w e g e t

2 2 2(a U ¡ b U k )w + (a z ¡ b U k )µ = ¡ b U k £ ;1 1 1 2 1 3 G B 1 1 1 1
2 2 2(a U ¡ b U k )w + (a z ¡ b U k )µ = ¡ b U k £ :2 1 2 2 2 3 G B 2 1 2 1

T h is sy ste m o f lin e a r e q u a tio n s c a n b e so lv e d fo r th e ste a d y sta te v a lu e s o f w a n d µ . U sin g
th e g a in s th a t c o rre sp o n d to th e ¡ 0 :3 p o le s d e sig n , w e ¯ n d

µ = 0 :6 6 7 9 £ ;

w h ich a g re e s w ith th e sim u la tio n re su lts e x a c tly . It se e m s, th e re fo re , th a t th e a b o v e c o n tro l
la w c a n g u a ra n te e sta b ility b u t it n e e d s so m e th in g e x tra to e n su re ste a d y sta te a c c u ra c y , in
o th e r w o rd s w e n e e d to a d d (o r su b tra c t) a little m o re p la n e a c tio n to b rin g µ u p to £ . W e
m ig h t b e m o tiv a te d th e n to u se a c o n tro l la w o f th e fo rm

± = ¡ k (µ ¡ £ ) ¡ k w ¡ k q ¡ k ;1 2 3 0

w h e re th e fe e d b a ck g a in s k , k , k re m a in th e sa m e a s b e fo re , a n d k is a n u n k n o w n g a in1 2 3 0

w h ich is c o m p u te d su c h th a t a t ste a d y sta te w e g e t th e d e sire d re su lt µ = £ . T h e re fo re , a t
ste a d y sta te w e h a v e

2a U w + b U ± = ¡ a z £ ;1 1 1 1 3 G B
2a U w + b U ± = ¡ a z £ :2 1 2 2 3 G B

T h e so lu tio n is
w ¼ 0 ; a n d ± = ¡ 0 :4 2 0 2 £ :

S u b stitu tin g in to th e ste a d y sta te d iv e p la n e a n g le w e g e t

± = ¡ k (µ ¡ £ ) ¡ k w ¡ k ;1 2 0
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o r
k = 0 :4 2 0 2 £ :0

T h is e x tra g a in 0 :4 2 0 2 w h ich m u ltip lie s th e d e sire d v a lu e £ is c a lle d a feed fo rw a rd g a in . B y
in c o rp o ra tin g th is in th e p re v io u s c o n tro l la w , w e a ch ie v e th e d e sire d ste a d y sta te a c c u ra c y
a s sh o w n in th e re su lts o f F ig u re 2 2 w ith th e d o tte d c u rv e . It se e m s th e n th a t w h e n a
n o n { z e ro se t p o in t is c o m m a n d e d w e c a n still u se th e sa m e c o n tro l la w w e d e v e lo p e d b e fo re
b u t a u g m e n te d w ith a n e x tra te rm to e n su re th a t th e c o m m a n d e d se t p o in t is a ch ie v e d .
T h e fo rm a lism o f th is re su lt, a lo n g w ith th e d istu rb a n c e re je c tio n , o c c u p ie s th e re st o f th is
se c tio n .

4 .1 F e e d fo r w a r d C o n t r o l

S o fa r w e h a v e c o n sid e re d th e d e sig n o f re g u la to rs in w h ich th e p e rfo rm a n c e o b je c tiv e h a s
b e e n to a ch ie v e a sp e c ī e d c lo se d lo o p d y n a m ic b e h a v io r (i.e ., p o le lo c a tio n s) o f th e sy ste m
in re sp o n se to a rb itra ry in itia l d istu rb a n c e s. A m o re g e n e ra l d e sig n o b je c tiv e is to c o n tro l
th e sy ste m e rro r n o t o n ly fo r in itia l d istu rb a n c e s, b u t a lso fo r p e rsiste n t d istu rb a n c e s, a n d
a lso to tra ck re fe re n c e in p u ts.

S a y o u r sy ste m is
_x = A x + B u + F x ;d

w h e re x is th e n £ 1 sta te v e c to r, u is th e m £ 1 c o n tro l v e c to r, a n d x is a d £ 1 d istu rb a n c ed

v e c to r. T o m a k e th in g s e v e n m o re in te re stin g su p p o se th a t w e w a n t to tra ck a re fe re n c e in p u t
x in th e p re se n c e o f th e d istu rb a n c e s x , w h e re th e re fe re n c e in p u t h a s its o w n d y n a m ic sr d

_x = A x :r r r

W e a re c o n c e rn e d h e re w ith th e e rro r

e = x ¡ x ;r

b e tw e e n th e a c tu a l sta te x a n d th e re fe re n c e sta te x . W h a t w e n e e d th e n is a d i® e re n c ia lr

e q u a tio n in e ,

_e = _x ¡ _x r

= A (e + x ) + B u + F x ¡ A xr d r r

= A e + (A ¡ A )x + F x + B ur r d

= A e + B u + E x ;0

w h e re w e h a v e d e n o te d " #
x rx = ;0 x d

a (n + d ) £ 1 v e c to r c o n ta in in g b o th th e re fe re n c e in p u ts a n d th e d istu rb a n c e s, a n d
h i

E = A ¡ A F ;r
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a (n + d ) £ n a u g m e n te d m a trix .

C o n sid e r a c o n tro l la w o f th e fo rm

u = ¡ K e ¡ K x :0 0

T h e n th e e rro r d y n a m ic s b e c o m e s

_e = A e + E x ¡ B (K e ¡ K x ) :0 0 0

If it w e re p o ssib le it w o u ld b e d e sira b le to c h o o se th e g a in s K a n d K to k e e p th e sy ste m0

e rro r e a t z e ro . A s w e w ill se e sh o rtly th o u g h , th is is n o t a lw a y s p o ssib le . M o re re a so n a b le
p e rfo rm a n c e o b je c tiv e s w o u ld b e th e fo llo w in g :

1 . T h e c lo se d lo o p sy ste m sh o u ld b e a sy m p to tic a lly sta b le .

2 . A lin e a r c o m b in a tio n o f th e e rro r sta te v a ria b le s (ra th e r th a n th e e n tire sta te v e c to r)
is to b e z e ro a t ste a d y sta te .

T h e ¯ rst o b je c tiv e is m e t b y p la c in g th e p o le s o f (A ¡ B K ) in th e le ft h a lf s { p la n e . A t
ste a d y sta te w e h a v e

_e = 0 ;

w h ich g iv e s
(A ¡ B K )e = (B K ¡ E )x ;0 0

a n d th e ste a d y sta te e rro r is

¡ 1e = (A ¡ B K ) (B K ¡ E )x :0 0

N o w B is n £ m , K is m £ (n + d ), a n d E is (n + d ) £ n . W e se e , th e re fo re , th a t o n ly if0
¡ 1w e h a v e a s m a n y in p u ts a s th e re a re sta te s n = m w e c a n ch o o se K = B E to m a k e e0

z e ro a t ste a d y sta te . In p ra c tic e w e h a v e m < n w h ic h m e a n s th a t w e c a n n o t m a k e e = 0 .
T h e re fo re , in g e n e ra l w e c a n o n ly re q u ire th a t so m e d e sire d o u tp u t y is z e ro a t ste a d y sta te ,d

y = C e = 0 ;d d

w h e re C is a m £ n m a trix , so th e n u m b e r o f in p u ts m is th e sa m e a s th e d im e n sio n o f y .d d

T h e n w e c a n re q u ire
¡ 1C (A ¡ B K ) (B K ¡ E )x = 0 ;d 0 0

fo r a ll x , o r0
¡ 1C (A ¡ B K ) (B K ¡ E ) = 0 ;d 0

o r
¡ 1 ¡ 1C (A ¡ B K ) B K = C (A ¡ B K ) E :d 0 d

N o w w e se e th a t
¡ 1C (A ¡ B K ) Bd |{z}|{z}| {z }

n £ mm £ n n £ n
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is m £ m a n d c a n b e in v e rte d . T h e re fo re , w e c a n ch o o se
h i¡ 1¡ 1 ¡ 1K = C (A ¡ B K ) B C (A ¡ B K ) E ;0 d d

a n d th e ste a d y sta te re q u ire m e n t y = 0 h a s b e e n a c h ie v e d .d

E x a m p le : L e t's illu stra te th e p ro c e d u re w ith th e su b m a rin e e x a m p le . S u p p o se o u r o b je c tiv e
is to k e e p c o n sta n t d e p th z in th e p re se n c e o f tw o e x te rn a l d istu rb a n c e s f , f (a risin g , sa y ,1 2

fro m n e a r su rfa c e e ® e c ts a t p e risc o p e d e p th ). T h e lin e a riz e d e q u a tio n s o f m o tio n , in c lu d in g
th e d istu rb a n c e e ® e c ts, a re

_µ = q ;
2_w = a U w + a U q + a z µ + b U ± + f ;1 1 1 2 1 3 G B 1 1
2_q = a U w + a U q + a z µ + b U ± + f ;2 1 2 2 2 3 G B 2 2

_z = ¡ U µ + w ;

o r, in m a trix fo rm ,
2 3 2 32 3 2 3 2 3_ 0 0 1 0 µ 0 0 0µ " #6 7 6 76 7 6 7 6 72a z a U a U 0 w b U 1 0 f_w6 7 6 76 7 6 7 6 71 3 G B 1 1 1 2 1 16 7 = 6 76 7+ 6 7 ± + 6 7 :2 |{z}4 5 4 54 5 4 5 4 5a z a U a U 0 q b U 0 1 f_q 2 3 G B 2 1 2 2 2 2u | {z }¡ U 1 0 0 z 0 0 0_z x d| {z }| {z } | {z } | {z }| {z }

xA B F_x

T h e o b je c tiv e is to k e e p d e p th z = 0 in th e p re se n c e o f f , f . T h e ¯ rst th in g w e h a v e to d o1 2

is to sta b iliz e th e sy ste m b y p la c in g th e p o le s o f (A ¡ B K ). W e d o th is b y u sin g a c o n tro l
la w o f th e fo rm

± = ¡ k µ ¡ k w ¡ k q ¡ k z :1 2 3 4

S e le c tio n o f p o le s a t ¡ 0 :3 , ¡ 0 :3 1 , ¡ 0 :3 2 , ¡ 0 :3 3 p ro d u c e s a sta b le sy ste m w h o se re sp o n se in
th e a b se n c e o f e x te rn a l d istu rb a n c e s is sh o w n in F ig u re 2 3 (c u rv e 1 ).

U se o f th e a b o v e fe e d b a ck c o n tro l la w w h e n f 6= 0 , f 6= 0 p ro d u c e s sta b le re sp o n se b u t1 2

w ith a n o n z e ro ste a d y sta te e rro r, a s e x p e c te d ; se e c u rv e 2 in th e ¯ g u re , w ith f = 0 :0 0 5 a n d1

f = ¡ 0 :0 1 . In o rd e r to a ch ie v e th e d e sire d d e p th w e in tro d u c e a g e n e ra l fe e d fo rw a rd te rm2

in th e c o n tro l la w
± = ¡ k µ ¡ k w ¡ k q ¡ k z ¡ k ;1 2 3 4 0

w h e re th e fe e d b a ck g a in s k , k , k , k re m a in th e sa m e a s b e fo re , a n d th e fe e d fo rw a rd g a in1 2 3 4

k w ill b e d e te rm in e d su c h th a t z = 0 a t ste a d y sta te . A t ste a d y sta te w e g e t q = 0 fro m0
_th e µ e q u a tio n a n d w = U µ fro m _z = 0 . T h e ste a d y sta te c o n tro l la w b e c o m e s

± = ¡ k µ ¡ k U µ ¡ k ;1 2 0

w h e re w e h a v e im p o se d th e re q u ire m e n t z = 0 . T h e _w a n d _q e q u a tio n s y ie ld

2 2a U µ + a z µ + b U ± + f = 0 ;1 1 1 3 G B 1 1
2 2a U µ + a z µ + b U ± + f = 0 ;2 1 2 3 G B 2 2
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o r, if w e su b stitu te in th e e x p re ssio n fo r ± ,
2 2 3 2(a U + a z ¡ b U k ¡ b U k )µ ¡ b U k = ¡ f ;1 1 1 3 G B 1 1 1 2 1 0 1
2 2 3 2(a U + a z ¡ b U k ¡ b U k )µ ¡ b U k = ¡ f :2 1 2 3 G B 2 1 2 2 2 0 2

S u b stitu tin g in n u m e ric a l v a lu e s w e c a n ¯ n d

k = 1 :4 3 1 2 f ¡ 1 1 :1 3 5 3 f ;0 1 2

a n d w e c a n w rite th e n th e c o m p le te c o n tro l la w a s

± = 3 :0 6 7 3 µ + 1 :1 6 6 8 w + 2 :7 5 6 2 q ¡ 0 :0 8 3 5 z ¡ 1 :4 3 1 2 f + 1 1 :1 3 5 3 f ;1 2

w h e re th e fe e d b a ck g a in s c o rre sp o n d to th e ¡ 0 :3 p o le se le c tio n a s w e m e n tio n e d b e fo re . If
w e sim u la te th e sy ste m u sin g th is c o n tro l la w w e se e th a t th e re sp o n se g e ts to its d e sire d
v a lu e in th e p re se n c e o f n o n z e ro f a n d f (c u rv e 3 ). W e sh o u ld c o m m e n t h e re th a t fro m1 2

th e a b o v e tw o e q u a tio n s w h ic h w e re u se d to c o m p u te k w e c a n se e th a t, in g e n e ra l, w e0

g e t a n o n z e ro p itc h a n g le µ a t ste a d y sta te . T h is, sim ila r to th e se t{ a n d { d rift in c u rre n ts,
d e m o n stra te s th a t in th e p re se n c e o f d istu rb a n c e s it is in g e n e ra l im p o ssib le to k e e p a ll th e
sta te v a ria b le s o f a sy ste m to th e ir d e sira b le v a lu e s.

W e c a n g e t th e sa m e re su lt b y a p p ly in g th e g e n e ra l fo rm u la d e riv e d in th is se c tio n . W e
h a v e

± = ¡ K e ¡ K x0 0

= ¡ k (µ ¡ µ ) ¡ k (w ¡ w ) ¡ k (q ¡ q ) ¡ k (z ¡ z )1 r 2 r 3 r 4 r

¡ k µ ¡ k w ¡ k q ¡ k z ¡ k f ¡ k f ;0 1 r 0 2 r 0 3 r 0 4 r 0 5 1 0 6 2

w h e re th e su b sc rip t r in d ic a te s th e re fe re n c e in p u t sta te s, w h ich a re z e ro in o u r c a se . T h e
g e n e ra l e q u a tio n fo r K is0

h i¡ 1¡ 1 ¡ 1K = C (A ¡ B K ) B C (A ¡ B K ) E :0 d d

T h e a b o v e m a tric e s a re (v e rify th e c a lc u la tio n s)
2 3 2 3

0 0 1 0 0
6 7 6 70 :0 1 3 5 ¡ 0 :3 2 2 0 ¡ 0 :7 1 0 2 0 0 :0 3 2 26 7 6 7A = 6 7 ; B = 6 7 ;
4 5 4 5¡ 0 :0 3 6 0 0 :1 2 6 0 ¡ 0 :7 3 9 5 0 ¡ 0 :0 8 5 7

¡ 5 1 0 0 0
2 3

0 0 1 0 0 0
6 7 h i0 :0 1 3 5 ¡ 0 :3 2 2 0 ¡ 0 :7 1 0 2 0 1 06 7 0 0 0 1E = 6 7 ; C = ;d4 5¡ 0 :0 3 6 0 0 :1 2 6 0 ¡ 0 :7 3 9 5 0 0 1

¡ 5 1 0 0 0 0
h i h i

K = k k k k = ¡ 3 :0 6 7 3 ¡ 1 :1 6 6 8 ¡ 2 :7 5 6 2 0 :0 8 3 5 :1 2 3 4

U sin g th e se w e ¯ n d
h i

K = k k k k k k0 0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6
h i

= ¡ 3 :0 6 7 3 ¡ 1 :1 6 6 8 ¡ 2 :7 5 6 2 0 1 :4 3 1 2 ¡ 1 1 :1 3 5 3 ;
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a n d su b stitu tin g in to th e e x p re ssio n fo r ± w e g e t

± = 3 :0 6 7 3 µ + 1 :1 6 6 8 w + 2 :7 5 6 2 q ¡ 0 :0 8 3 5 (z ¡ z ) ¡ 1 :4 3 1 2 f + 1 1 :1 3 5 3 f ;r 1 2

th e sa m e c o n tro l la w a s b e fo re .

4 .2 D is t u r b a n c e E s t im a t io n

R e c a ll th a t th e p re v io u s p ro c e d u re w a s g iv e n a sy ste m w ith re fe re n c e in p u t x a n d d istu r-r

b a n c e x ,d

_x = A x + B u + F x ;d

_x = A x ;r r r

w e fo rm th e e rro r
e = x ¡ x ;r

a n d th e e q u a tio n fo r th e e rro r d y n a m ic s

_e = A e + B u + E x ;0

w ith " # h ix r A ¡ A Fx = ; E = :0 rx d

T h e c o n tro l la w w a s
u = ¡ K e ¡ K x ;0 0

w h e re K is c o m p u te d fro m sta b ility re q u ire m e n ts b y p o le { p la c in g (A ¡ B K ), a n d K is0

c o m p u te d fro m th e ste a d y sta te a c c u ra c y re q u ire m e n t

y = C e = 0 a t ste a d y sta te ;d d

b y c o m p u tin g h i¡ 1¡ 1 ¡ 1K = C (A ¡ B K ) B C (A ¡ B K ) E :0 d d

T h e a b o v e p ro c e ss re q u ire s k n o w le d g e o f x , w h ich c o n ta in s b o th th e re fe re n c e in p u t x a n d0 r

th e d istu rb a n c e s x . If d ire c t m e a su re m e n t o f x is n o t p o ssib le (u su a lly w e k n o w w h a t th ed 0

re fe re n c e in p u t x is b u t w e c a n n o t m e a su re th e d istu rb a n c e x ), e stim a tio n o f x is n e c e ssa ry .r d 0

In o rd e r to e stim a te x w e n e e d to a ssu m e a \ m o d e l" fo r th e d istu rb a n c e , _x = A x ; i.e .,0 d d d

w h e th e r th e d istu rb a n c e s a re fa irly c o n sta n t, o sc illa to ry , a n d so o n . T h e c o m p le te sy ste m is
th e n

_x = A x + B u + F x ;d

_x = A x ;d d d

_x = A x :r r r
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D e ¯ n e a n e w a u g m e n te d sta te v e c to r
" #

ex = :x 0

T h e n e w sy ste m is th e n w ritte n a s

_x = A ¢ x + B u ;

w h e re " # " # " #
A E A 0 BrA = ; A = ; B = :00 A 0 A 00 d

W e a ssu m e th a t th e o b se rv a tio n (m e a su re m e n t) v e c to r y d e p e n d s o n b o th th e e rro r e a n d
th e v e c to r x ,0 h i

y = C e + D x = C ¢ x ; C = C D :0

W e c a n a p p ly n o w th e g e n e ra l o b se rv e r e q u a tio n to th e n e w a u g m e n te d sy ste m x ,

_bx = A ¢ x + B u + L (y ¡ C ¢ x ) ;

w h e re L is c o m p u te d b y p o le { p la c e m e n t o f (A ¡ L ¢C ) a s b e fo re . T h is p ro c e d u re w ill p ro d u c e a
fu ll o rd e r e stim a to r fo r th e a u g m e n te d sy ste m , a ssu m in g o f c o u rse th a t th e a u g m e n te d sy ste m
is o b se rv a b le . In th e sa m e w a y w e c a n d e sig n a re d u c e d o rd e r e stim a to r fo r th e a u g m e n te d
sy ste m to e stim a te th o se sta te s a n d d istu rb a n c e s th a t a re n o t d ire c tly m e a su ra b le . T h e k e y
fo r th e a b o v e p ro c e d u re is to tre a t th e d istu rb a n c e s a s e x tra sta te s; a lth o u g h w e c a n n o t
c o n tro l a d istu rb a n c e w e c a n e stim a te it b y o b se rv in g its e ® e c ts o n th e sy ste m .

S e p a ra tin g th e a b o v e fu ll o rd e r o b se rv e r e q u a tio n in to e q u a tio n s fo r th e sy ste m e rro r
be stim a te e a n d th e e rro r in e stim a tin g x , w e g e t0

_b b b b be = A e + B u + E x + L (y ¡ C e ¡ D x ) ;0 e 0

_b b b bx = A x + L (y ¡ C e ¡ D x ) :0 0 0 0 0

T h e b lo ck d ia g ra m is p re se n te d in F ig u re 2 4 . W e c a n se e fro m th is b lo ck d ia g ra m th a t if x 0

is c o n sta n t (A = 0 ) a n d D = 0 , th e n th e re a re in te g ra to rs in p a ra lle l to th e p a th th ro u g h0
bL . T h is m e a n s th a t in th e d e trm in a tio n o f e th e re e x ists a p a th p ro p o rtio n a l to th e in te g ra le

bo f th e re sid u a l r = y ¡ C e in a d d itio n to th e p a th th ro u g h L w h ic h is p ro p o rtio n a l to th ee
bre sid u a l itse lf. B e c a u se o f th is in te g ra l p a th it is p o ssib le fo r r to b e c o m e z e ro w ith o u t x 0

g o in g to z e ro . T h e re fo re , w e c a n p ro d u c e a n o n z e ro c o n tro l sig n a l u , e v e n w h e n th e sy ste m
e rro r is z e ro . In c la ssic a l c o n tro l sy ste m d e sig n th is is a c h ie v e d b y m e a n s o f c o n tro l a c tio n ;
h e re it is a ch ie v e d a u to m a tic a lly b y u sin g a n o b se rv e r to e stim a te th e u n m e a su ra b le x .0

b bW ith th e a b o v e e stim a te s e a n d x , th e c o n tro l la w fo r th e c o m p e n sa to r is0

b bu = ¡ K e ¡ K x :0 0

W e re fe r to th is te ch n iq u e a s th e d istu rb a n c e e stim a tio n a n d c o m p e n sa tio n m e th o d .
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E x a m p le : C o n sid e r th e c o n tro l la w o f th e p re v io u s e x a m p le . In g e n e ra l, th e d istu rb a n c e
fo rc e s f , f a re u n k n o w n , so w e h a v e to u se1 2

b b bb b b± = 3 :0 6 7 3 µ + 1 :1 6 6 8 w + 2 :7 5 6 2 q ¡ 0 :0 8 3 5 z ¡ 1 :4 3 1 2 f + 1 1 :1 3 5 3 f :1 2

In o rd e r to e stim a te f a n d f w e ¯ rst h a v e to a ssu m e th e ir d y n a m ic s. T h is is b a se d o n fa irly1 2

g e n e ra l p h y sic a l c o n sid e ra tio n s. In o u r c a se , sin c e b o th f a n d f a re a ssu m e d to m o d e l fre e1 2
_ _su rfa c e su c tio n e ® e c ts w e c a n a ssu m e th e m to b e re la tiv e ly c o n sta n t; i.e ., f = f = 0 . T h e1 2

e q u a tio n s o f m o tio n th e n a re
_µ = q ;

2_w = a U w + a U q + a z µ + b U ± + f ;1 1 1 2 1 3 G B 1 1
2_q = a U w + a U q + a z µ + b U ± + f ;2 1 2 2 2 3 G B 2 2

_z = ¡ U µ + w ;

to g e th e r w ith
_f = 0 ;1

_f = 0 :2

In m a trix fo rm th e a u g m e n te d sy ste m b e c o m e s
2 3 2 32 3 2 3_µ 0 0 1 0 0 0 µ 0
6 7 6 76 7 6 726 7_w a z a U a U 0 1 0 w b U6 76 7 6 71 3 G B 1 1 1 2 16 7 6 76 7 6 76 7 26 76 7 6 7_q a z a U a U 0 0 1 q b U6 7 2 3 G B 2 1 2 2 26 76 7 6 76 7 = + ± :6 76 7 6 76 7_z ¡ U 1 0 0 0 0 z 06 76 7 6 76 7 6 76 7 6 76 7_ 4 54 5 4 50 0 0 0 0 0 f 0f 114 5

_ 0 0 0 0 0 0 f 0f 22 | {z }| {z }| {z }
xA_x

L e t's a ssu m e th a t z , µ , q a re m e a su ra b le (re m e m b e r fro m S e c tio n 1 .7 th a t w e h a v e to m e a su re
z ); c a n w e e stim a te w , f , a n d f ? T h e m e a su re m e n t e q u a tio n is1 2

2 3
µ

6 72 3 2 3 w6 76 7µ 1 0 0 0 0 0 6 7q6 7 6 76 7q = 0 0 1 0 0 0 :4 5 4 56 7z6 7z 0 0 0 1 0 0 6 7
4 5f| {z } | {z } 1

y C f 2
| {z }

x
U sin g M A T L A B w e c a n se e th a t th e sy ste m is o b se rv a b le (th e ra n k o f th e (A ; C ) o b se rv a b ility
m a trix is 6 ), so w e sh o u ld b e a b le to e stim a te a ll sta te s. S e le c tin g o b se rv e r p o le s a t ¡ 0 :6 ,
¡ 0 :6 1 , ¡ 0 :6 2 , ¡ 0 :6 3 , ¡ 0 :6 4 , a n d ¡ 0 :6 5 , w e c a n g e t th e (fu ll) o b se rv e r m a trix

2 3
0 :6 2 3 4 1 :0 0 0 0 0 :0 0 0 0

6 71 3 :3 9 7 3 ¡ 0 :6 7 4 3 0 :6 6 8 16 76 76 71 :6 2 5 5 0 :5 1 5 3 0 :0 3 7 86 7L = [̀ ] = :ij 6 79 :4 3 2 7 0 :0 3 7 7 1 :5 4 9 86 76 7
4 55 :6 2 5 1 0 :0 1 5 3 0 :2 4 2 4

¡ 0 :0 9 9 0 0 :3 9 0 5 ¡ 0 :0 4 9 2
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T h e o b se rv e r e q u a tio n s a re th e n

_b b bx = A x + B u + L (y ¡ C x ) ;

o r
_b bb b bµ = q + ` (µ ¡ µ ) + ` (q ¡ q ) + ` (z ¡ z ) ;1 1 1 2 1 3

2b b b_b b b b bw = a U w + a U q + a z µ + f + b U ± + ` (µ ¡ µ ) + ` (q ¡ q ) + ` (z ¡ z ) ;1 1 1 2 1 3 G B 1 1 2 1 2 2 2 3
2b b b_b b b b bq = a U w + a U q + a z µ + f + b U ± + ` (µ ¡ µ ) + ` (q ¡ q ) + ` (z ¡ z ) ;2 1 2 2 2 3 G B 2 2 3 1 3 2 3 3

b b_b b b bz = ¡ U µ + w + ` (µ ¡ µ ) + ` (q ¡ q ) + ` (z ¡ z ) ;4 1 4 2 4 3

_b b b bf = ` (µ ¡ µ ) + ` (q ¡ q ) + ` (z ¡ z ) ;1 5 1 5 2 5 3

_b b b bf = ` (µ ¡ µ ) + ` (q ¡ q ) + ` (z ¡ z ) :2 6 1 6 2 6 3

b bS im u la tio n re su lts in te rm s o f z , f = f , a n d f = f v e rsu s t a re p re se n te d in F ig u re s 2 5 a n d1 1 2 2

2 6 .

bW e c a n se e th a t th e re sp o n se g o e s to z e ro , a s it sh o u ld . T h e in itia l c o n d itio n fo r z w a s
b bth e sa m e a s fo r z , th is is fa ir sin c e z is m e a su ra b le . T h e in itia l c o n d itio n s fo r f a n d f w e re1 2

b o th z e ro , w e h a v e n o k n o w le d g e o f fre e su rfa c e e ® e c t fo rc e s a n d m o m e n ts, a n d w e c a n se e
th a t th e y c o n v e rg e to th e a c tu a l v a lu e s o f f , f q u ic k ly .1 2

4 .3 I n t e g r a l C o n t r o l

T h e d istu rb a n c e e stim a tio n a n d c o m p e n sa tio n te ch n iq u e w ill w o rk w e ll if w e c a n h a v e a fa irly
g o o d id e a o f w h a t k in d o f d istu rb a n c e s w ill a ® e c t th e sy ste m . In o u r su b m a rin e e x a m p le it
m a y n o t b e v e ry h a rd to g u e ss so m e k in d o f e x te rn a l fo rc e s a n d m o m e n ts, b u t th is is n o t
a lw a y s so e a sy . In o rd e r to p ro d u c e g o o d p e rfo rm a n c e w ith a n o n z e ro se t p o in t (re fe re n c e
in p u t) a n d ste a d y d istu rb a n c e s w e n e e d to in tro d u c e so m e so rt o f in te g ra l c o n tro l b e h a v io r.
It sh o u ld b e p o in te d o u t th a t in te g ra l c o n tro l is a n a lte rn a tiv e to th e d istu rb a n c e e stim a tio n
a n d c o m p e n sa tio n te ch n iq u e o f th e p re v io u s se c tio n , in fa c t th e tw o m e th o d s a re v e ry c lo se ly
re la te d . B o th te c h n iq u e s a ch ie v e th e sa m e th in g , z e ro ste a d y sta te e rro r, a n d b o th h a v e th e ir
a d v a n ta g e s a n d d isa d v a n ta g e s.

A ty p ic a l sta te v a ria b le fe e d b a ck c o n tro l la w fe e d s b a c k th e c o o rd in a te s a n d th e ir d e riv a -
tiv e s. F ro m N e w to n 's la w w e o b ta in se c o n d o rd e r o rd in a ry d i® e re n tia l e q u a tio n s fo r o u r
sy ste m s a n d w e o fte n u se th e p o sitio n s a n d v e lo c itie s a s th e sta te s. T h e sta te v a ria b le fe e d -
b a c k th u s p ro d u c e s a p ro p o rtio n a l{ p lu s{ d e riv a tiv e (P D ) ty p e o f fe e d b a c k . S u p p o se th a t w e
a re p rim a rily in te re ste d in so m e d e sire d o u tp u t

z = D x ;

w h e re z is m £ 1 . It is fo r th is o u tp u t z th a t w e w a n t to m a in ta in a d e sira b le v a lu e in th e
p re se n c e o f d istu rb a n c e s. If th e d e sire d v a lu e o f z is z o n e w a y to in tro d u c e in te g ra l c o n tro ld

ch a ra c te ristic s is to in tro d u c e n e w sta te v a ria b le s; i.e ., a u g m e n t th e sta te v e c to r,

_v = D x ¡ z :d
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F e e d b a ck o f v th e n w ill p ro d u c e a n in te g ra l o f th e e rro r z ¡ z .d

M o re sp e c ī c a lly in th e z = 0 c a se ,d

_x = A x + B u :

T h e n e w sta te v a ria b le is
_v = z = D x ;

o r Z
v = z d t :

T h e a u g m e n te d sy ste m is
" # " #" # " #

_x A 0 x B= + u :_v D 0 v 0

T h e c o n tro l la w is o b ta in e d b y p o le { p la c e m e n t o f th is sy ste m
" #h i xK Ku = ¡ ;0 I v

o r

u = ¡ K x ¡ K v0 I Z
= ¡ K x ¡ K z d t ;0 I| {z } | {z }P D a c tio n In te g ra l a c tio n

so th is is a g e n e ra liz e d P ID { c o n tro l.

E x a m p le : C o n sid e r th e su b m a rin e e q u a tio n s o f m o tio n

_µ = q ;
2_w = a U w + a U q + a z µ + b U ± + f ;1 1 1 2 1 3 G B 1 1
2_q = a U w + a U q + a z µ + b U ± + f ;2 1 2 2 2 3 G B 2 2

_z = ¡ U µ + w :

If w e w a n t to m a in ta in d e p th z a t its d e sire d v a lu e z = 0 w e in tro d u c e a n e w sta te e q u a tio n

_z = z ;I

w h e re z d e n o te s th e in te g ra l o f z . W e c a n se e th a t ste a d y sta te a c c u ra c y (z = 0 ) isI

a u to m a tic a lly e n su re d . T h e a u g m e n te d sy ste m is n o w
2 3 2 32 3 2 3_ 0 0 1 0 0 µ 0µ
6 7 6 76 7 6 726 7 6 76 7 6 7a z a U a U 0 0 w b U_w 1 3 G B 1 1 1 2 16 7 6 76 7 6 726 7 6 76 7 6 7a z a U a U 0 0 q b U= + ± :_q 2 3 G B 2 1 2 2 26 7 6 76 7 6 7|{z}6 7 6 76 7 6 7 u¡ U 1 0 0 0 z 0_z4 5 4 54 5 4 5

0 0 0 1 0 z 0_z II | {z }| {z } | {z }| {z }
xA B_x
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W e se le c t th e c lo se d lo o p c o n tro lle r p o le s a t ¡ 0 :3 0 , ¡ 0 :3 1 , ¡ 0 :3 2 , ¡ 0 :3 3 | sa m e a s b e fo re
| w ith th e ¯ fth p o le c o rre sp o n d in g to z a t ¡ 0 :1 0 . T h e re a so n fo r th is is th a t w e w a n t th eI

in te g ra to r to c o rre c t th e e rro r o n ly a t ste a d y sta te , w h ile w e w o u ld lik e to m a in ta in th e sa m e
tra n sie n t re sp o n se . A s a re su lt, th e in te g ra to r m u st b e re la tiv e ly slo w c o m p a re d to th e o th e r
p o le s o f th e sy ste m . T h e c o n tro l la w is

± = 4 :0 6 4 7 µ + 1 :0 2 3 7 w + 3 :8 6 9 8 q ¡ 0 :1 5 3 3 z ¡ 0 :0 0 8 4 z :I

R e su lts a re sh o w n in F ig u re 2 7 fo r th e sa m e v a lu e s o f th e d istu rb a n c e s f , f a s b e fo re . W e c a n1 2

se e th a t z a p p ro a ch e s z e ro , a s it sh o u ld . T h e m a in a d v a n ta g e o f th e in te g ra l c o n tro l te c h n iq u e
is th a t th e d e sire d re sp o n se w ill a p p ro a c h its c o m m a n d e d v a lu e re g a rd le ss o f th e e x a c t ty p e
o f d istu rb a n c e s. A lso , n o d istu rb a n c e e stim a tio n is n e c e ssa ry . T h e m a in d isa d v a n ta g e is th a t
th e in te g ra l c o n tro l re sp o n se te n d s to b e o sc illa to ry e sp e c ia lly if n o d istu rb a n c e s a re a c tin g .
In c o n tra st, th e re sp o n se u sin g th e d istu rb a n c e e stim a tio n a n d c o m p e n sa tio n te ch n iq u e is,
in g e n e ra l, m u ch sm o o th e r.

5 L Y A P U N O V S T A B I L I T Y

T h e c o n c e p t o f sta b ility a c c o rd in g to L y a p u n o v h a s fo u n d m a n y a p p lic a tio n s in c o n tro l
sy ste m s; in fa c t th e w h o le th e o ry o f d y n a m ic a l sy ste m s is b a se d , to a g re a t e x te n t, o n
L y a p u n o v 's m e th o d s.

5 .1 L y a p u n o v F u n c t io n s

C o n sid e r th e n o n lin e a r sy ste m
_x = f (x ) :

L e t a n e q u ilib riu m p o in t o f th e sy ste m b e x ,

f (x ) = 0 :

W e sa y th a t x is sta b le in th e se n se o f L y a p u n o v if th e re e x ists a p o sitiv e q u a n tity ² su ch
th a t fo r e v e ry ± = ± (²) w e h a v e

jx (t ) ¡ x j < ± = ) jx (t) ¡ x j < ² ;0

fo r a ll t > t . W e sa y th a t x is a sy m p to tic a lly sta b le if it is sta b le a n d ,0

jx (t) ¡ x j ! 0 a s t ! 1 :

W e c a l x u n sta b le if it is n o t sta b le .

T h e q u e stio n , o f c o u rse , is: H o w d o w e d e te rm in e sta b ility o r in sta b ility o f x ? L y a p u n o v
in tro d u c e d tw o m a in m e th o d s:
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T h e ¯ rst is c a lle d L y a p u n o v 's ¯ rst o r in d irect m e th o d : w e h a v e a lre a d y se e n it a s th e
lin e a riz a tio n te ch n iq u e . S ta rt w ith a n o n lin e a r sy ste m

_x = f (x ) :

E x p a n d in T a y lo r se rie s a ro u n d x (w e a lso re d e ¯ n e x ! x ¡ x ),

_x = A x + g (x ) ;

w h e re ¯̄
@ f ¯A = ¯ ;¯@ x x

is th e J a c o b ia n m a trix o f f (x ) e v a lu a te d a t x , a n d g (x ) c o n ta in s th e h ig h e r o rd e r te rm s; i.e .,

jg (x )j
lim = 0 :

jx j! 0 jx j

T h e n , th e n o n lin e a r sy ste m _x = f (x ) is a sy m p to tic a lly sta b le if a n d o n ly if th e lin e a r sy ste m
_x = A x is; i.e ., if a ll e ig e n v a lu e s o f A h a v e n e g a tiv e re a l p a rts. T h is m e th o d is v e ry p o p u la r

b e c a u se it is e a sy to a p p ly a n d it w o rk s w e ll fo r m o st sy ste m s, a ll w e n e e d to d o is to b e a b le
to e v a lu a te p a rtia l d e riv a tiv e s. O n e d isa d v a n ta g e o f th e m e th o d is th a t if so m e e ig e n v a lu e s o f
A a re z e ro a n d th e re st h a v e n e g a tiv e re a l p a rts, th e n w e c a n n o t d ra w a n y c o n c lu sio n s o n th e
n o n lin e a r sy ste m , th e e q u ilib riu m x c a n b e e ith e r sta b le o r u n sta b le . T h e m a jo r d ra w b a ck o f
th e m e th o d , h o w e v e r, is th a t sin c e it in v o lv e s lin e a riz a tio n it is a p p lie d fo r situ a tio n s w h e n
th e in itia l c o n d itio n s a re \ c lo se " to th e e q u ilib riu m x . T h e m e th o d p ro v id e s n o in d ic a tio n
a s to h o w c lo se is \ c lo se " , th is is so m e th in g w h ic h m a y b e e x tre m e ly im p o rta n t in p ra c tic a l
a p p lic a tio n s.

T h e se c o n d m e th o d is L y a p u n o v 's seco n d o r d irect m e th o d : th is is a g e n e ra liz a tio n o f
L a g ra n g e 's c o n c e p t o f sta b ility o f m in im u m p o te n tia l e n e rg y . C o n sid e r th e n o n lin e a r sy ste m
_x = f (x ). S u p p o se th a t th e re e x ists a fu n c tio n , c a lle d L y a p u n o v fu n c tio n , V (x ) w ith th e

fo llo w in g p ro p e rtie s:

1 . V (x ) = 0 .

2 . V (x ) > 0 , fo r x 6= x .

_3 . V (x ) < 0 a lo n g tra je c to rie s o f _x = f (x ).

T h e n , x is a sy m p to tic a lly sta b le . W e c a n se e th a t th e m e th o d h in g e s o n th e e x iste n c e o f a
L y a p u n o v fu n c tio n , w h ic h is a n e n e rg y { lik e fu n c tio n , z e ro a t e q u ilib riu m , p o sitiv e d e ¯ n ite
e v e ry w h e re e lse , a n d c o n tin u o u sly d e c re a sin g a s w e a p p ro a c h th e e q u ilib riu m . It sh o u ld b e

_n o te d th a t th e d e riv a tiv e V (x ) is u n d e rsto o d a s th e to ta l d i® e re n tia l a lo n g so lu tio n c u rv e s
o f _x = f (x ); i.e .,

@ V d x_V (x ) = ¢
@ x d t

@ V
= f (x )

@ x
@ V @ V @ V

= f + x + ¢ ¢ ¢ + f :1 2 n@ x @ x @ x1 2 n
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T h e m e th o d is v e ry p o w e rfu l a n d it h a s se v e ra l a d v a n ta g e s:

² a n sw e rs q u e stio n s o f sta b ility o f n o n lin e a r sy ste m s,

² c a n e a sily h a n d le tim e v a ry in g sy ste m s _x = f (x ; t),

² c a n d e te rm in e a sy m p to tic sta b ility a s w e ll a s p la in sta b ility ,

² c a n d e te rm in e th e re g io n o f a sy m p to tic sta b ility o r th e d o m a in o f a ttra c tio n o f a n
e q u ilib riu m .

A s a n e x a m p le , c o n sid e r a n o sc illa to r w ith a n o n lin e a r sp rin g :

3Äy + 3 _y + y = 0 :

If w e w e re to lin e a riz e th is sy ste m w e w o u ld g e t Äy + 3 _y = 0 , w h ic h h a s c h a ra c te ristic e q u a tio n
s (s + 3 ) = 0 . T h e ¡ 3 ch a ra c te ristic ro o t c o rre sp o n d s to th e d a m p in g te rm b u t n o tic e th e
e x iste n c e o f a 0 ro o t fro m th e la c k o f a lin e a r te rm in th e sp rin g re sto rin g fo rc e . T h e lin e a riz e d
v e rsio n o f th e sy ste m c a n n o t re c o g n iz e th e e x iste n c e o f a n o n lin e a r sp rin g te rm a n d it fa ils to
p ro d u c e a n o n { z e ro c h a ra c te ristic ro o t re la te d to th e re sto rin g fo rc e . T o se e if th is n o n lin e a r
sp rin g p ro d u c e s a sta b le o r u n sta b le sy ste m w e h a v e to re so rt to L y a p u n o v fu n c tio n s. T h e
sta te sp a c e fo rm o f th e sy ste m is

_x = x ;1 2
3_x = ¡ 3 x ¡ x ;2 2 1

w ith e q u ilib riu m x = x = 0 . L e t's try fo r a L y a p u n o v fu n c tio n1 2

1 12 4V (x ) = x + x :2 12 4

W e c a n se e th a t V (x ) > 0 fo r a ll x , x . T h e tim e d e riv a tiv e o f V is1 2

@ V @ V_V (x ) = _x + _x1 2@ x @ x1 2
3 3= x x + x (¡ 3 x ¡ x )2 2 21 1

2= ¡ 3 x 2

< 0 :

It fo llo w s th e n th a t x is a sy m p to tic a lly sta b le .

T h e m a in d ra w b a c k o f th e m e th o d is th a t th e re is n o sy ste m a tic w a y o f o b ta in in g L y a -
p u n o v fu n c tio n s, th is is m o re o f a n a rt th a n sc ie n c e . F o r sim p le se c o n d o rd e r sy ste m s (lik e
th e o n e a b o v e ) a g o o d se le c tio n fo r a L y a p u n o v fu n c tio n is th e to ta l e n e rg y o f th e sy ste m
(k in e tic p lu s p o te n tia l e n e rg y ). A lso , it is a lw a y s p o ssib le to ¯ n d a L y a p u n o v fu n c tio n fo r a
lin e a r sy ste m in th e fo rm

_x = A x :
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C h o o se a s L y a p u n o v fu n c tio n th e q u a d ra tic fo rm

TV (x ) = x P x ;

w h e re P is a sy m m e tric p o sitiv e d e ¯ n ite m a trix . T h e n w e h a v e

T T_V = _x P x + x P _x
T T= (A x ) P x + x P A x

T T T= x A P x + x P A x
T T= x (A P + P A )x

T= ¡ x Q x ;

w h e re w e h a v e d e n o te d
TA P + P A = ¡ Q :

If th e m a trix Q is p o sitiv e d e ¯ n ite , th e n th e sy ste m is a sy m p to tic a lly sta b le . T h e re fo re , w e
c o u ld p ick Q = I , th e id e n tity m a trix , a n d so lv e

TA P + P A = ¡ I ;

fo r P a n d se e if P is p o sitiv e d e ¯ n ite (w e c a n d o th is b y lo o k in g a t th e n p rin c ip a l m in o rs
o f P | S y lv e ste r's c rite rio n ). T h e e q u a tio n

TA P + P A = ¡ Q ;

is c a lle d L y a p u n o v 's m a trix e q u a tio n a n d its so lu tio n is e a sy th ro u g h M A T L A B b y u sin g
th e c o m m a n d l y a p . O f c o u rse o n e c o u ld a rg u e th a t h a v in g a n e q u a tio n to d e te rm in e a
L y a p u n o v fu n c tio n fo r lin e a r sy ste m s is u se le ss; a fte r a ll fo r a lin e a r sy ste m w e c a n a lw a y s
lo o k a t th e e ig e n v a lu e s o f A to d e te rm in e sta b ility o r in sta b ility . T h is is tru e , th e u se fu ln e ss
o f L y a p u n o v 's m a trix e q u a tio n fo r lin e a r sy ste m s is th a t it c a n p ro v id e a n in itia l e stim a te
fo r a L y a p u n o v fu n c tio n fo r a n o n lin e a r sy ste m in c a se s w h e re th is is d o n e c o m p u ta tio n a lly .
F u rth e rm o re , it c a n b e u se d to sh o w sta b ility , a s w e w ill se e in th e n e x t se c tio n , o f th e lin e a r
q u a d ra tic re g u la to r d e sig n .

5 .2 E x a m p le s

W e p re se n t th re e e x a m p le s h e re th a t d e m o n stra te th re e im p o rta n t a p p lic a tio n s o f L y a p u n o v 's
m e th o d , n a m e ly

1 . H o w to a sse ss th e im p o rta n c e o f n o n lin e a r te rm s in sta b ility o r in sta b ility .

2 . H o w to e stim a te th e d o m a in o f a ttra c tio n o f a n e q u ilib riu m p o in t.

3 . H o w to d e sig n a c o n tro l la w th a t g u a ra n te e s g lo b a l a sy m p to tic sta b ility ; i.e ., w ith
in ¯ n ite ly la rg e d o m a in o f a ttra c tio n , fo r a n o n lin e a r sy ste m .
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A ll o f th e a b o v e p ro b le m s a re v e ry d i± c u lt, in g e n e ra l, a n d w e sh o u ld n 't th in k th a t w e c a n
e a sily g e n e ra liz e th e re la tiv e ly sim p le e x a m p le s w e p re se n t h e re .

A s o u r ¯ r s t e x a m p le , su p p o se w e h a v e th e sy ste m

2_x = ¡ x + a x x ;1 2 1 2
2_x = + x ¡ b x x ;2 1 21

w ith a 6= b . T o ¯ n d th e e q u ilib riu m o f th e sy ste m w e h a v e to so lv e

2¡ x + a x x = 0 ;2 1 2
2+ x ¡ b x x = 0 :1 21

M u ltip ly in g th e ¯ rst e q u a tio n b y x , th e se c o n d b y x a n d a d d in g w e g e t1 2

2 2x x (a ¡ b) = 0 ;1 2

fro m w h ic h x = 0 o r x = 0 . If x = 0 th e n w e se e fro m th e ¯ rst e q u a tio n th a t x = 01 2 1 2

a s w e ll, a n d sim ila rly if w e a ssu m e th a t x = 0 . T h e re fo re , th e u n iq u e e q u ilib riu m o f th e2

sy ste m is x = x = 0 . T h e lin e a riz e d sy ste m is1 2

" # " #" #
_x 0 ¡ 1 x1 1= :_x 1 0 x2 2

T h e c h a ra c te ristic e q u a tio n is
¯ ¯¯ ¯¡ s ¡ 1¯ ¯ 2d e t ¯ =̄ 0 = ) s + 1 = 0 = ) s = § ! i :¯ ¯1 ¡ s

S in c e th e ch a ra c te ristic ro o ts a re p u re ly im a g in a ry , w e c a n n o t d ra w a n y c o n c lu sio n o n th e
sta b ility o f th e n o n lin e a r sy ste m . W e h a v e to re so rt to L y a p u n o v fu n c tio n s. L e t's try fo r
V (x ) th e su m o f th e \ k in e tic " a n d \ p o te n tia l" e n e rg y o f th e lin e a r sy ste m (th is d o e sn 't
a lw a y s w o rk o f c o u rse ), w e g e t

1 12 2V (x ) = x + x :1 22 2
W e se e th a t V (x ) > 0 fo r a ll x , x . T h e n1 2

2 2_V (x ) = x (¡ x + a x x ) + x (x ¡ b x x )1 2 1 2 1 22 1
2 2 2 2= ¡ x x + a x x + x x ¡ b x x1 2 1 21 2 1 2

2 2= (a ¡ b)x x :1 2

T h e re fo re , w e se e th a t

if a < b = ) th e sy ste m is a sy m p to tic a lly sta b le ;
if a > b = ) th e sy ste m is u n sta b le ;

a re su lt w h ic h c o u ld n o t h a v e b e e n o b ta in e d b y lin e a riz a tio n .
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A s o u r s e c o n d e x a m p le , su p p o se w e w a n t to d e te rm in e th e sta b ility o f th e o rig in (0 ; 0 )
o f th e n o n lin e a r sy ste m (sh o w th a t th is is th e e q u ilib riu m o f th e sy ste m ),

2 2_x = ¡ x + x + x (x + x ) ;1 1 2 1 1 2
2 2_x = ¡ x ¡ x + x (x + x ) :2 1 2 2 1 2

T h e e a sie st w a y to sh o w sta b ility is b y lin e a riz a tio n . T h e lin e a riz e d fo rm o f th e sy ste m is
" # " #" #

_x ¡ 1 1 x1 1= :_x ¡ 1 ¡ 1 x2 2

T h e c h a ra c te ristic e q u a tio n o f th e sy ste m is
2s + 2 s + 2 = 0 ;

a n d w e c a n se e th a t th e sy ste m is sta b le , th e ro o ts o f th e ch a ra c te ristic e q u a tio n h a v e n e g a tiv e
re a l p a rts. N o w sin c e th is re su lt is b a se d o n lin e a riz a tio n , it sa y s th a t if th e in itia l c o n d itio n
is \ c lo se " to th e e q u ilib riu m p o in t (0 ; 0 ) th e n th e so lu tio n w ill te n d to th e e q u ilib riu m a s
t ! 1 . T o ¯ n d h o w c lo se is \ c lo se " w e n e e d to g e t a n e stim a te o f th e d o m a in o f a ttra ctio n .
W e c a n d o th is b y u sin g L y a p u n o v th e o ry . L e t's try a L y a p u n o v fu n c tio n c a n d id a te

1 12 2V (x ) = x + x :1 22 2
F o rm

_V (x ) = x _x + x _x1 1 2 2
3 2 2 3= x (¡ x + x + x + x x ) + x (¡ x ¡ x + x x + x )1 1 2 1 2 1 2 21 2 1 2

2 4 2 2 2 2 2 4= ¡ x + x x + x + x x ¡ x x ¡ x + x x + x1 2 1 21 1 1 2 2 2 1 2
4 4 2 2 2 2= x + x + 2 x x ¡ x ¡ x1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2= (x + x ) ¡ (x + x )1 2 1 2
2 2 2 2= (x + x )(x + x ¡ 1 ) :1 2 1 2

W e c a n se e , th e re fo re , th a t sta b ility is g u a ra n te e d if
2 2_V (x ) < 0 o r x + x < 1 ;1 2

w h ich m e a n s th a t th e d o m a in o f a ttra c tio n o f th e e q u ilib riu m is a c irc u la r d isk o f ra d iu s 1 .
A s lo n g a s th e in itia l c o n d itio n s a re in sid e th is d isk , it is g u a ra n te e d th a t th e so lu tio n w ill
e n d u p a t th e sta b le e q u ilib riu m . In c a se w h e re th e in itia l c o n d itio n s lie o u tsid e th e d isk th e n
c o n v e rg e n c e is n o t g u a ra n te e d . It sh o u ld b e m e n tio n e d th a t th e a b o v e d isk is a n e stim a te o f
th e d o m a in o f a ttra c tio n b a se d o n th e p a rtic u la r L y a p u n o v fu n c tio n w e se le c te d . A d i® e re n t
L y a p u n o v fu n c tio n c o u ld h e v e p ro d u c e d a d i® e re n t e stim a te o f th e d o m a in o f a ttra c tio n .

A s o u r t h ir d e x a m p le , c o n sid e r th e m o tio n o f a sp a c e v e h ic le a b o u t th e p rin c ip a l a x e s
o f in e rtia . T h e E u le r e q u a tio n s a re

A _! ¡ (B ¡ C )! ! = T ;x y z x

B _! ¡ (C ¡ A )! ! = T ;y z x y

C _! ¡ (A ¡ B )! ! = T ;z x y z
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w h e re A , B , a n d C d e n o te th e m o m e n ts o f in e rtia a b o u t th e p rin c ip a l a x e s, ! , ! , a n d !x y z

d e n o te th e a n g u la r v e lo c itie s a b o u t th e p rin c ip a l a x e s; a n d T , T , T a re th e c o n tro l to rq u e s.x y z

A ssu m e th a t th e sp a c e v e h ic le is tu m b lin g in o rb it. It is d e sire d to sto p th e tu m b lin g b y
a p p ly in g c o n tro l to rq u e s w h ic h a re a ssu m e d to b e

T = k A ! ;x 1 x

T = k B ! ;y 2 y

T = k C ! ;z 3 z

w h e re k , k , k a re th e fe e d b a c k g a in s. T h e u n iq u e e q u ilib riu m o f th e sy ste m is ! = ! =1 2 3 x y

! = 0 . If w e su b stitu te th e e q u a tio n s fo r th e c o n tro l to rq u e s w e g e t th e c lo se d lo o p sy ste mz

B ¡ C
_! = ! ! + k ! ;x y z 1 xA

C ¡ A
_! = ! ! + k ! ;y z x 2 yB

A ¡ B
_! = ! ! + k ! :z x y 3 zC

If w e lin e a riz e th e sy ste m a ro u n d its e q u ilib riu m w e h a v e
2 3 2 32 3

_! k 0 0 !x 1 x
6 7 6 76 7_! = 0 k 0 ! :4 5 4 54 5y 2 y

_! 0 0 k !z 3 z

W e c a n se e th a t th e e ig e n v a lu e s o f th e c lo se d lo o p m a trix a re th e sa m e a s th e fe e d b a ck g a in s
k , k , k . T h e re fo re , fo r sta b ility w e w a n t n e g a tiv e p o le s a n d , a s a re su lt, w e se le c t n e g a tiv e1 2 3

g a in s k , k , k fo r th e th re e c o n tro l to rq u e s. S o fa r w e h a v e u se d lin e a r m e th o d s. W h a t w e1 2 3

a re re a lly in te re ste d th o u g h is th e fo llo w in g : w ill th e a b o v e g a in se le c tio n g u a ra n te e g lo b a lly
sta b le o p e ra tio n o f th e sy ste m ? In o th e r w o rd s, w ill o u r c o n tro l la w b e a b le to sto p th e
v e h ic le tu m b lin g fo r a n y se t o f in itia l c o n d itio n s? T o se e th is w e h a v e to re so rt to L y a p u n o v
m e th o d s. C h o o se a s o u r L y a p u n o v fu n c tio n

1 1 12 2 2V (! ) = A ! + B ! + C ! ;x y z2 2 2

w h ich is th e to ta l k in e tic e n e rg y o f th e v e h ic le . W e se e th a t V is p o sitiv e d e ¯ n ite , a n d its
tim e d e riv a tiv e is

2 2 2_V (! ) = k A ! + k B ! + k C ! ;1 2 3x y z

w h ich is a lw a y s n e g a tiv e if th e g a in s a re se le c te d n e g a tiv e . T h e re fo re , th e a b o v e g a in se le c tio n
g u a ra n te e s sta b ility o f th e n o n lin e a r sy ste m re g a rd le ss o f th e in itia l c o n d itio n s.

5 .3 S lid in g M o d e C o n t r o l

A s a n a p p lic a tio n o f L y a p u n o v m e th o d , c o n sid e r a sin g le in p u t sy ste m lin e a r in th e c o n tro l
e ® o rt

_x = f (x ) + g (x )u ;
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w h e re f (x ), g (x ) a re , in g e n e ra l, n o n lin e a r fu n c tio n s in x . W e w a n t to d e sig n u su ch th a t
w e g u a ra n te e sta b ility o f x = 0 .

C h o o se th e L y a p u n o v fu n c tio n

1 2V (x ) = [¾ (x )] ;
2

w h e re
T¾ (x ) = s x :

T h e sc a la r fu n c tio n ¾ (x ) c a n b e v ie w e d a s a w e ig h te d su m o f th e e rro rs in th e sta te s x . F o r
sta b ility , w e w a n t th e tim e d e riv a tiv e o f V (x ) to b e n e g a tiv e ,

_V (x ) = ¾ _¾ < 0 ;

w h ich c a n b e a ch ie v e d if
2¾ _¾ = ¡ ´ j¾ j ;

w h ich m e a n s th a t
2_¾ = ¡ ´ sig n (¾ ) ;

w h e re (
1 if ¾ > 0 ;sig n (¾ ) = ¡ 1 if ¾ < 0 :

TU sin g ¾ (x ) = s x , w e g e t

T T T 2_¾ = s _x = s f (x ) + s g (x )u = ¡ ´ sig n (¾ ) ;

a n d so lv in g fo r u w e g e t th e c o n tro l la w
h i h i¡ 1 ¡ 1T T T 2u = ¡ s g (x ) s f (x ) ¡ s g (x ) ´ sig n (¾ ) :

W e c a n se e th a t th is c o n tro l la w is th e su m o f tw o te rm s. T h e ¯ rst te rm is a n o n lin e a r sta te
2fe e d b a ck , a n d th e se c o n d te rm is a sw itch in g c o n tro l la w . T h e te rm ´ is a n a rb itra ry p o sitiv e

_q u a n tity , w e u su a lly se le c t it su ch th a t V is n e g a tiv e e v e n in th e p re se n c e o f m o d e lin g e rro rs
a n d d istu rb a n c e s.

TT h e a b o v e c o n tro l la w g u a ra n te e s sta b ility o f ¾ (x ) = 0 , o r s x = 0 . W e n e e d to ¯ n d s
su c h th a t sta b ility o f x = 0 is g u a ra n te e d . If ¾ (x ) = 0 , th e sy ste m b e c o m e s

h i¡ 1T Tu = ¡ s g (x ) s f (x ) ;

a n d h i¡ 1T T_x = f (x ) ¡ g (x ) s g (x ) s f (x ) :

If w e lin e a riz e th is sy ste m , ¯̄
@ f ¯A = ¯ ; b = g (0 ) ;¯@ x 0
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w e g e t a lin e a r sy ste m
_x = A x + b u :

T h e n , o n ¾ (x ) = 0 w e h a v e

T ¡ 1 T_x = A x ¡ b (s b) s A x
h i

T ¡ 1 T= A ¡ b (s b ) s A x :

T h e c lo se d lo o p d y n a m ic s m a trix is

T ¡ 1 TA = A ¡ b (s b ) s A = A ¡ bk :C | {z }
k

T h e n
T ¡ 1 T T T T Tk = (s b) s A = ) s b k = s A = ) s A ¡ s b k = 0 ;

o r
T T T Ts (A ¡ b k ) = 0 = ) (A ¡ b k ) s = 0 = ) A s = 0 = ) (A ¡ 0 ¢ I ) = 0 :C C

TW e se e th e n th a t s is th e e ig e n v e c to r o f A th a t c o rre sp o n d s to th e z e ro e ig e n v a lu e . T h eC
d e sig n p ro c e d u re , th e re fo re , c a n b e su m m a riz e d a s fo llo w s:

² P o le p la c e m e n t o f A ¡ b k , sp e c ify o n e e ig e n v a lu e to b e z e ro a n d th e re st n e g a tiv e . F in d
k a n d th e re fo re , ¯ n d A = A ¡ b k .C

T T² F in d s fro m A s = 0 . S e t ¾ = s x .C

² Im p le m e n t th e c o n tro l la w
h i h i¡ 1 ¡ 1T T T 2u = ¡ s g (x ) s f (x ) ¡ s g (x ) ´ sig n (¾ ) ;

if w e h a v e a n o n lin e a r sy ste m , o r

T ¡ 1 T T ¡ 1 2u = ¡ (s b ) s A x ¡ (s b ) ´ sig n (¾ ) ;

if w e h a v e a lin e a r sy ste m .

6 O P T I M A L C O N T R O L

S o fa r w e w e re c o n c e rn e d w ith c o n tro l d e sig n w h e re th e o b je c tiv e w a s e ith e r to sta b iliz e a
sy ste m (th e re g u la to r p ro b le m ), o r to tra ck a re fe re n c e in p u t (th e se rv o m e c h a n ism p ro b le m ).
W e c a n d o b e tte r th a n th is th o u g h ! In p a rtic u la r, w h a t if w e w a n te d to d e sig n th e \ b e st"
c o n tro lle r, w h e re th e w o rd \ b e st" is u n d e rsto o d w ith re sp e c t to so m e m e a su re o f m e rit o r
p e rfo rm a n c e in d e x ? In c la ssic a l c o n tro l d e sig n w e h a v e a lre a d y se e n th e u se o f in te g ra l
p e rfo rm a n c e c rite ria (su ch a s IT A E ) in o rd e r to o b ta in d e sira b le ch a ra c te ristic e q u a tio n s fo r
u se in p o le p la c e m e n t. O th e r c rite ria c o u ld le a d to m in im iz in g th e tra v e l tim e (m in im a l tim e
c o n tro l), fu e l c o n su m p tio n (m in im a l fu e l c o n tro l), m iss d ista n c e (o p tim a l ra n d e v o u z ), a n d
so o n . T h e se re q u ire m e n ts le a d to th e d e sig n o f o p tim a l c o n tro lle rs.
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6 .1 O p t im a l C o n t r o l P r o b le m s

In g e n e ra l te rm s, th e p ro b le m is to ¯ n d a c o n tro l la w u fo r th e sy ste m _x = f (x ; u ) su ch th a t
a c e rta in in d e x J is m in im iz e d . T h e re fo re , th e b a sic p ro b le m o f o p tim a l c o n tro l is

Z tf
m in im iz e J = K (x ; x ) + L (x ; u ) d t ;0 f

t0

u n d e r th e c o n stra in t
_x = f (x ; u ) :

K , L a re sp e c ī e d fu n c tio n s, a n d
)

x (t ) : in itia l sta te (tim e )0 0 g iv e n o r fre e :x (t ) : ¯ n a l sta te (tim e )f f

T h is fo rm u la tio n is g e n e ra l e n o u g h to a llo w fo r se v e ra l in te re stin g c a se s, fo r in sta n c e ,

² K = 0 , L = 1 = ) m in im a l tim e p ro b le m ,

² K = 0 , L = ju j = ) m in im a l fu e l p ro b le m ,

a n d so o n .

S p e c ī c a lly , w e h a v e th e fo llo w in g p ro b le m sta te m e n t:

n m1 . S y ste m e q u a tio n s _x = f (x ; u ; t) w h e re x 2 R is th e sta te v e c to r, a n d u 2 R is th e
c o n tro ls v e c to r.

2 . B o u n d a ry c o n d itio n s o n th e sta rtin g tim e , t , in itia l sta te x = x (t ), ¯ n a l tim e t ,0 0 0 f

a n d ¯ n a l sta te x = x (t ). T h e se m a y o r m a y n o t b e g iv e n , th e re fo re w e c a n h a v e af f

n u m b e r o f c o m b in a tio n s ¯ x e d { fre e , fre e { fre e , fre e { ¯ x e d p ro b le m s.

3 . P e rfo rm a n c e in d e x Z tf
J = K (x ; t ) + L (x (t); u (t); t) d t :f f

t0

A fe w sp e c ia l c a se s fo r th is a re :

² T h e M a y e r p ro b le m ,
J = K (x ; t ) :f f

² T h e L a g ra n g e p ro b le m ,
Z tf

J = L (x (t); u (t); t) d t :
t0

² T h e B o lz a p ro b le m , b o th K a n d L a re n o n { z e ro .
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4 . C o n stra in ts c a n b e e ith e r o n c o n tro l; i.e ., ju j · 1 (v e ry c o m m o n ), o r o n th e sta te ; i.e .,i

G (x ; t ) = 0 (ta rg e t se ts), jx j · X (in e q u a lity c o n stra in ts, v e ry h a rd to h a n d le inf f i i

g e n e ra l). T h e se c o n stra in ts d e te rm in e a se t o f a d m issib le c o n tro l h isto rie s, U , a n d a
se t o f a d m issib le sta te tra je c to rie s, X .

T h e g e n e ra l p ro b le m o f o p tim a l c o n tro l c a n th e n b e sta te d a s:

F in d u (¢) 2 U w h ich ta k e s th e sy ste m fro m x a t t to x a t t b y _x = f (x ; u ; t)0 0 f f

in su c h a w a y a t to m in im iz e J w h ile x (¢) 2 X .

6 .2 E x a m p le s

S o m e e x a m p le s o f o p tim a l c o n tro l p ro b le m s a re :

1 . T im e O p tim a l C o n tro l:RtfC o n sid e r J = d t w h e re t is ¯ x e d a n d t is fre e . W e c a n h a v e ¯ x e d e n d p o in ts o r0 ft0

b e lo n g in g o n ta rg e t se ts. U su a lly , w e a lso n e e d c o n stra in ts o n u to m a k e th e p ro b le m
w e ll{ p o se d . A s a p a rtic u la r e x a m p le c o n sid e r Äx = u , w h e re ju j · 1 . S a y w e sta rt fro m
in itia l c o n d itio n s x ; _x b o th p o sitiv e a n d w e w a n t to g e t to th e o rig in x = _x = 0 , a s0 0 f f

q u ic k ly a s p o ssib le . W e c a n se e th a t sin c e w e in itia lly h a v e p o sitiv e x a n d p o sitiv e _x
w e m u st a p p ly fu ll n e g a tiv e c o n tro l u = ¡ 1 in o rd e r to g e t n e g a tiv e _x (i.e ., to w a rd s th e
o rig in ) w h ile x re m a in s p o sitiv e . T h e n a t so m e in sta n t w e sh o u ld sw itc h to fu ll p o sitiv e
c o n tro l u = + 1 to sto p a t x = 0 w ith z e ro sp e e d . T h e p re c ise in sta n t o f sw itch in g fro m
u = ¡ 1 to u = + 1 is, o f c o u rse , n o t k n o w n fo r n o w . T h is is a n e x a m p le o f a b a n g { b a n g
c o n tro l p ro b le m , w h ich m o st tim e o p tim a l c o n tro l p ro b le m s le a d to .

2 . F u e l O p tim a l C o n tro l:
A ty p ic a l e x a m p le is,

Z mt Xf
J = ju j d t :i

t0 i= 1

T y p ic a lly , su ch p ro b le m s le a d to b a n g { b a n g c o n tro ls a n d w ith t fre e , th e p ro b le mf

m a y b e ill p o se d fo r c e rta in in itia l c o n d itio n s | i.e ., if n o re stric tio n s o n t a re p la c e df

m in im u m fu e l c o u ld m e a n c o a st to th e d e stin a tio n w ith v e ry sm a ll sp e e d .

3 . M im im u m In tegra l S qu a re E rro r:
H e re , Z Zt tf fT TJ = x x d t o r J = x Q x d t ;

t t0 0

w h e re Q is a sy m m e tric a n d p o sitiv e d e ¯ n ite m a trix . T y p ic a lly w e n e e d c o n stra in ts
o n u to p re v e n t it fro m b e c o m in g in ¯ n ite ly la rg e . In th e sp e c ia l c a se o f lin e a r sta te
fe e d b a ck , w e g e t th e fa m ilia r IS E c rite rio n .
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4 . M im im u m E n e rgy P ro b lem s:
H e re , Z tf TJ = u R u d t ;

t0

w h e re R is sy m m e tric a n d p o sitiv e d e ¯ n ite .

5 . F in a l V a lu e O p tim a l C o n tro l:
H e re , J = K (x ; t ), fo r e x a m p lef f

nX
2J = (x ¡ x (t )) :if i f

i= 1

C o m b in a tio n s o f th e a b o v e a re , o f c o u rse , a lso p o ssib le e x a m p le s.

6 .3 C a lc u lu s o f V a r ia t io n s

A re a l fu n c tio n o f a re a l v a ria b le is a m a p b e tw e e n a re a l n u m b e r to a n o th e r re a l n u m b e r.
A m a p b e tw e e n a fu n c tio n to a re a l n u m b e r is c a lle d a fu n c tio n a l. T h e p e rfo rm a n c e in d e x
J is a n e x a m p le o f a fu n c tio n a l. M in im iz a tio n o f a fu n c tio n a l is th e su b je c t o f a b ra n ch o f
m a th e m a tic s, c a lle d c a lc u lu s o f v a ria tio n s. T h e sim p le st p ro b le m o f th e c a lc u lu s o f v a ria tio n s
is, Z tf

m in J = L (x ; _x ; t) d t ;
t0

w h e re x is a sc a la r fu n c tio n , t , x (t ), t , x (t ) a re g iv e n , a n d a ll fu n c tio n s a re sm o o th . It0 0 f f

sh o u ld b e m e n tio n e d h e re th a t t in th e a b o v e e q u a tio n is n o t n e c e ssa rily tim e (a lth o u g h in
c o n tro l p ro b le m s it m o st lik e ly is); t sim p ly d e n o te s th e d e p e n d e n t v a ria b le . T h e fu n c tio n x
th e n w h ich m in im iz e s J sa tis¯ e s th e so { c a lle d E u le r{ L a g ra n g e e q u a tio n s,

@ L d @ L
¡ = 0 ;

@ x d t @ _x

to g e th e r w ith th e b o u n d a ry c o n d itio n s x (t ) = x , x (t ) = x .0 0 f f

T h e so lu tio n s to th e se e q u a tio n s a re c a lle d th e e x tre m a ls. T h e e q u a tio n s a re u su a lly
re fe rre d to a s E u le r's e q u a tio n s in c a lc u lu s o f v a ria tio n s te x tb o o k s a n d L a g ra n g e 's e q u a tio n s
in d y n a m ic s, w h e re L is c a lle d th e L a g ra n g ia n a n d is th e k in e tic m in u s th e p o te n tia l e n e rg y
o f a c o n se rv a tiv e sy ste m . A g a in in d y n a m ic s, th e fa c t th a t th e L a g ra n g ia n L is a sta tio n a ry
v a lu e fo r J is c a lle d H a m ilto n 's p rin c ip le .

T h e E u le r{ L a g ra n g e (E { L ) e q u a tio n s a re in g e n e ra l 2 n d o rd e r n o n lin e a r d i® e re n tia l e q u a -
tio n s, w h ich m e a n s th a t w e n e e d tw o b o u n d a ry c o n d itio n s x (t ) = x a n d x (t ) = x to so lv e0 0 f f

th e m . E x iste n c e , h o w e v e r, is n o t g u a ra n te e d h e re . T h is is n o t a C a u ch y in itia l v a lu e p ro b -
le m , it is c a lle d a tw o { p o in t b o u n d a ry v a lu e p ro b le m (m o re la te r) a n d c a n b e ra th e r d i± c u lt
to so lv e n u m e ric a lly .

S o m e p a rtic u la r c a se s o f E { L a re :
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1 . S u p p o se th a t L (x ; _x ; t) is in d e p e n d e n t o f x (th is is c a lle d a n ig n o ra b le c o o rd in a te in
d y n a m ic s). T h e n , E { L re su lts in

d @ L @ L
= 0 = ) = c o n st:

d t @ _x @ _x

w h ich is th e p rin c ip le o f c o n se rv a tio n o f c o n ju g a te m o m e n tu m in d y n a m ic s.

2 . S u p p o se w e h a v e a tim e in v a ria n t sy ste m a n d L (x ; _x ; t) is in d e p e n d e n t o f t. T h e n ,

2 2@ L d @ L @ L @ L @ L
¡ = ¡ _x ¡ Äx = 0 ;2@ x d t @ _x @ x @ x @ _x @ _x

o r " #
2 2@ L @ L @ L d @ L2_x ¡ _x ¡ Äx _x = L ¡ _x = 0 :2@ x @ x @ _x @ _x d t @ _x

T h is o f c o u rse m e a n s th a t
@ L

L ¡ _x = c o n st: ;
@ _x

w h ich is th e c o n se rv a tio n o f H a m ilto n ia n .

@ L3 . If L (x ; _x ; t) is in d e p e n d e n t o f _x , th e n E { L b e c o m e s sim p ly = 0 .@ x

6 .4 E x a m p le : T h e B r a c h y s t o c h r o n e P r o b le m

T h e b ra c h y sto ch ro n e p ro b le m is o n e o f th e o ld e st p ro b le m s th a t in fa c t in itia te d e ® o rts
to w a rd s c a lc u lu s o f v a ria tio n s. It c a n b e sim p ly sta te d a s fo llo w s: G iv e n a p o in t O in a
v e rtic a l p la n e w ith c o o rd in a te s (t ; x ) a n d a n o th e r p o in t a lso in th e sa m e v e rtic a l p la n e0 0

w ith c o o rd in a te s (t ; x ) ¯ n d th e sh a p e o f a c u rv e c o n n e c tin g th e tw o p o in ts su ch th a tf f

a fric tin le ss m a ss c a n sta rt a t O w ith z e ro sp e e d a n d slid e d o w n in m in im a l tim e . T h e
g e o m e try is sh o w n in F ig u re 2 8 . W e sh o u ld e x e rc ise c a u tio n h e re in th a t t is n o t tim e ; x a n d
t a re th e tw o sp a tia l c o o rd in a te s o f th e p ro b le m .

2m vT o fo rm u la te th e p ro b le m w e u se th e k in e tic e n e rg y a n d th e p o te n tia l e n e rg y ¡ m g x .2 p2C o n se rv a tio n o f e n e rg y re q u ire s th a t m v ¡ 2 m g x = 0 fro m w h ich v = 2 g x . T h e e la p se d
tim e is, p p

2 2 2d s d x + d t 1 + _x
p pd ¿ = = = d t :

v 2 g x 2 g x
T h e to ta l e la p se d tim e to m in im iz e is th e n g iv e n b y ,

sZ Z 2tf1 1 + _x
pT = d ¿ = d t :

2 g xt = 00

S in c e th e L a g ra n g ia n s
21 + _x

L (x ; _x ; t) = ;
x
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is in d e p e n d e n t o f t, th e E { L e q u a tio n s b e c o m e
p

2@ L 1 _x _x 2 _xppL ¡ _x = c o n st: ) ¡ = C )p
2@ _x x 2 x 1 + _x

q
2 2 221 + _x ¡ _x = C x (1 + _x ) ) x (1 + _x ) = C )1
s s

C ¡ x x1tx = ) d t = d x :
x C ¡ x1

If w e le t
2x = C sin µ ;1

w e g e t
d x = 2 C sin µ c o s µ d µ ;1

a n d
2d t = 2 C sin µ d µ = C (1 ¡ c o s 2 µ ) d µ :1 1

In te g ra tin g , Ã !
sin 2 µ

t = C µ ¡ + C :1 22

S in c e x (µ = 0 ) = 0 a n d t(µ = 0 ) = 0 w e g e t,

C 1x = (1 ¡ c o s 2 µ ) ;
2

C 1t = (2 µ ¡ sin 2 µ ) :
2

G e o m e tric a lly , th e se e q u a tio n s re p re se n t (p a ra m e tric a lly ) a n a rc o f a c y c lo id g e n e ra te d b y
ro ta tin g a c irc le o f ra d iu s C = 2 b y a n a n g le 2 µ . T h e tw o c o n sta n ts C a n d µ c a n b e d e te rm in e d1 1

b y e n fo rc in g th e re m a in in g tw o b o u n d a ry c o n d itio n s,

x (µ ) = x a n d t(µ ) = t :f f f f

S o m e c o m m e n ts o n th e b ra ch y sto c h ro n e a re :

1 . E v e ry su b { a rc o f a b ra ch y sto ch ro n e w ith a p p ro p ria te b o u n d a ry v e lo c itie s is b y itse lf a
b ra c h y sto ch ro n e . W ith re g a rd s to F ig u re 2 8 , if A { B is a b ra ch y sto ch ro n e w ith v = 0Ap
a n d v = 2 g h , th e n th e b ra ch y sto c h ro n e b e tw e e n p o in ts C a n d D w ith v e lo c itie sB Bp p
v = 2 g h a n d v = 2 g h is p re c ise ly th e a rc C { D . T h is is c a lle d th e P rin c ip le o fC C D D

O p tim a lity .

2 . A b ra c h y sto ch ro n e re m a in s o p tim a l a fte r tim e re v e rsa l.

3 . T h e b ra ch y sto ch ro n e h e lp s m a k e \ stra n g e " re su lts in o p tim a l c o n tro l lo o k m o re p la u -
sib le , se e F ig u re 2 8 fo r a c o u p le o f p o ssib le e x a m p le s.
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6 .5 O p t im a lit y C o n d it io n s

W e c a n u se c a lc u lu s o f v a ria tio n s to d e riv e th e o p tim a l c o n tro l. W e se e k a fu n c tio n o f tim e
u (t) to m in im iz e J su b je c t to th e sta te e q u a tio n s _x = f (x ; u ). O rd in a ry c a lc u lu s c a n b e u se d
to so lv e fo r a p a ra m e te r to m in im iz e a sc a la r. C a lc u lu s o f v a ria tio n s is u se d to so lv e fo r a
fu n c tio n to m in im iz e a sc a la r J . T h is is sim ila r to th e p re v io u s E { L e q u a tio n s, e x c e p t th a t
h e re w e n e e d to sa tisfy th e sta te e q u a tio n s a s w e ll. T h e a p p ro a c h is d ire c tly p a ra lle l to th e
L a g ra n g e m u ltip lie r m e th o d fo r p a ra m e te r o p tim iz a tio n su b je c t to a c o n stra in t.

T h e ¯ n a l re su lt is a s fo llo w s: In o rd e r to so lv e
Z tf

m in J = K (x ; x ) + L (x ; u ) d t ;0 f
t0

su c h th a t _x = f (x ; u ) ;

w e d e ¯ n e th e H a m ilto n ia n

TH (x ; p ; u ) = p f (x ; u ) ¡ L (x ; u ) ;

w h e re x is th e sta te v e c to r, a n d p is a n u n k n o w n v e c to r (c a lle d th e c o { sta te v e c to r). T h e
n e c e ssa ry c o n d itio n s fo r o p tim a lity a re th e fo llo w in g se ts o f e q u a tio n s:

1 . T h e sta te e q u a tio n s,
@ H

_x = = f (x ; u ) :
@ p

2 . T h e a d jo in t e q u a tio n s,
@ H

_p = ¡ :
@ x

3 . M a x im iz a tio n o f H a m ilto n ia n ,
@ H

= 0 ;
@ u

w h ich is k n o w n a s P o n try a g in 's m a x im u m p rin c ip le .

4 . B o u n d a ry c o n d itio n s, h itfT± K + p ± x ¡ H ± t = 0 :
t0

S o lu tio n o f th e se fo rm id a b le e q u a tio n s y ie ld s th e o p tim a l c o n tro l la w u . T h is is a v e ry d i± c u lt
ta sk , a n d e v e n w h e n it is p o ssib le , u su a lly th e p ro c e d u re y ie ld s a n o p e n lo o p c o n tro l; i.e .,
u is o b ta in e d a s a fu n c tio n o f tim e ra th e r th a n sta te . A sp e c ia l c a se w h e re so lu tio n c a n b e
o b ta in e d in c lo se d lo o p fo rm is th e L in e a r Q u a d ra tic R e g u la to r (L Q R ) p ro b le m .
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6 .6 T h e L in e a r Q u a d r a t ic R e g u la t o r

S u p p o se w e h a v e a lin e a r sy ste m ,
_x = A x + B u ;

a n d a q u a d ra tic c o st fu n c tio n ,
Z h itfT T T1 1J = x F x + x Q x + u R u d t ;ff2 2 t0

w h e re x , t , t a re g iv e n (¯ x e d ) a n d x is fre e to v a ry . T h is is th e L Q R p ro b le m : w e se e k a0 0 f f

c o n tro l la w u to m in im iz e J . It sh o u ld b e e m p h a siz e d th a t th e a b o v e m a tric e s A , B , Q , R
a re a ssu m e d , in g e n e ra l, to b e fu n c tio n s o f tim e . T h is is o u r ¯ rst a tte m p t, so fa r, to d e sig n
a c o n tro l la w fo r a lin e a r, tim e { v a ry in g sy ste m .

T h e w e ig h tin g m a tric e s F , Q , R a re sy m m e tric a n d p o sitiv e d e ¯ n ite a n d a re a t th e
d isc re tio n o f th e d e sig n e r. Q is th e sta te w e ig h tin g m a trix , R p e n a liz e s th e c o n tro l e ® o rt,
a n d F p e n a liz e s th e ¯ n a l sta te (o r m iss d ista n c e ). R e la tiv e ly sm a ll e le m e n ts o f Q c o m p a re d
to R w ill re su lt in a c o n tro l la w w h ich w ill to le ra te e rro rs in x w ith lo w c o n tro l e ® o rt u .
O n th e o th e r h a n d , if Q is m a d e la rg e c o m p a re d to R th is w ill re su lt in tig h t c o n tro l; sm a ll
e rro rs in th e sta te w ith c o n sid e ra b le c o n tro l e ® o rt. W e c a n a lso u se d i® e re n t v a lu e s o f th e
e n trie s o f Q (o r R ). F o r e x a m p le , sa y th e (2 ; 2 ) e le m e n t o f Q is la rg e c o m p a re d to th e re st.
T h is w ill re su lt in im p ro v e d c o n tro l o f th e sta te x a t th e e x p e n se o f c o n tro l a c c u ra c y o f th e2

o th e r sta te s a n d m o re c o n tro l e ® o rt.

In o rd e r to so lv e th e L Q R p ro b le m w e a p p ly th e g e n e ra l e q u a tio n s o f o p tim a l c o n tro l.
T h e H a m ilto n ia n is

T T T1H (x ; p ; u ) = p (A x + B u ) ¡ (x Q x + u R u ) ;2

a n d th e n e c e ssa ry c o n d itio n s fo r o p tim a lity a re

@ H
_x = = ) _x = A x + B u ;

@ p
@ H T_p = ¡ = ) _p = ¡ A p + Q x ;

@ x
@ H T ¡ 1 T= 0 = ) B p ¡ R u = 0 = ) u = R B p :
@ u

T h e b o u n d a ry c o n d itio n s a re
h i ³ ´tfT T1p ± x ¡ H ± t + ± x F x = 0 ;ff2t0

o r
T T Tp (t )± x ¡ p (t )± x ¡ H (t )± t + H (t )± t + x F ± x = 0 :f f 0 0 f f 0 0 ff

S in c e x , t , a n d t a re ¯ x e d w e h a v e0 0 f

± x = ± t = ± t = 0 ;0 0 f
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a n d th e b o u n d a ry c o n d itio n b e c o m e s

T Tp (t )± x + x F ± x = 0 )f f ffh i
T Tp (t ) + x F ± x = 0 :f ff

S in c e x is fre e , its v a ria tio n ± x is a rb itra ry . T h e re fo re , th e q u a n tity in sid e th e sq u a ref f

b ra c k e ts m u st v a n ish , a n d th is p ro d u c e s th e d e sire d b o u n d a ry c o n d itio n in th e fo rm

p (t ) = ¡ F x (t ) :f f

In su m m a ry , th e p ro b le m w e h a v e to so lv e is

¡ 1 T_x = A x + B R B p ;
T_p = Q x ¡ A p ;

x (t ) = x ;0 0

p (t ) = ¡ F x (t ) :f f

S o lu tio n o f th e se o rd in a ry d i® e re n tia l e q u a tio n s w ill p ro v id e p (t) a n d th is w ill a llo w c a lc u la -
¡ 1 Ttio n o f u a s a fu n c tio n o f tim e fro m u = R B p (t). H o w e v e r, so lv in g th e se e q u a tio n s is n o t

a s e a sy a s it m a y se e m . N o tic e th a t fo r a n u m e ric a l in te g ra tio n o f _x a n d _p w e n e e d to k n o w
th e in itia l c o n d itio n s a t t ; i.e ., x (t ) a n d p (t ). B u t w e k n o w p (t ) = ¡ F x (t ) in ste a d o f0 0 0 f f

p (t ). T h is is c a lle d a tw o { p o in t b o u n d a ry v a lu e p ro b le m w ith h a lf o f th e b o u n d a ry c o n d i-0

tio n s a t t a n d th e o th e r h a lf a t t . S o lu tio n o f tw o { p o in t b o u n d a ry v a lu e p ro b le m s re q u ire s0 f

ite ra tiv e (sh o o tin g ) te c h n iq u e s: a ssu m e a n in itia l c o n d itio n p (t ), in te g ra te n u m e ric a lly th e0

sy ste m a n d a t th e e n d ch e c k w h e th e r th e c o n d itio n p (t ) = ¡ F x (t ) is sa tis¯ e d , if it is n o tf f

ch a n g e th e in itia l c o n d itio n p (t ) a n d ite ra te u n til c o n v e rg e n c e . T o m a k e th in g s w o rse , e v e n0

if w e c o u ld e a sily so lv e th is p ro b le m , still th e o p tim a l c o n tro l u w o u ld b e o p e n lo o p , u (t)
in ste a d o f u (x ).

K a lm a n 's id e a c o m e s h e re to th e re sc u e : L e t

p (t) = ¡ S (t)x (t) ;

w h e re S (t) is a sy m m e tric p o sitiv e d e ¯ n ite m a trix to b e d e te rm in e d . T h e n w e h a v e

__p = ¡ S x ¡ S _x³ ´
¡ 1 T_= ¡ S x ¡ S A x + B R B p ;

o r

T ¡ 1 T_Q x ¡ A p = ¡ S x ¡ S A x ¡ S B R B p )
T ¡ 1 T_Q x + A S x = ¡ S x ¡ S A x + S B R B S x )³ ´

T ¡ 1 T_¡ S x = A S + S A ¡ S B R B S + Q x ;

a n d sin c e th is m u st b e tru e fo r a ll x w e g e t

T ¡ 1 T_¡ S = A S + S A ¡ S B R B S + Q ;
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w ith
S (t ) = F :f

T h is is c a lle d a R ic c a ti m a trix d i® e re n tia l e q u a tio n . T h e re fo re , w e c a n o b ta in S (t) b y
b a c k w a rd s in te g ra tio n o f th e R ic c a ti m a trix d i® e re n tia l e q u a tio n , a n d th e n o b ta in th e c lo se d
lo o p o p tim a l c o n tro l la w b y

¡ 1 Tu = ¡ R B S (t)x ;

a lin e a r sta te fe e d b a c k w ith tim e v a ry in g g a in s.

F o r th e c a se o f c o n sta n t A , B , Q , R m a tric e s a n d t ! 1 , w e h a v e th e ste a d y sta tef
_p ro b le m S = 0 . In th is c a se th e o p tim a l c lo se d lo o p c o n tro l la w is

¡ 1 Tu = ¡ R B S x ;

w h e re S is fo u n d b y so lv in g th e a lg e b ra ic R ic c a ti e q u a tio n (A R E ) fo r th e p o sitiv e d e ¯ n ite
S ,

T ¡ 1 TA S + S A ¡ S B R B S + Q = 0 :

T h is is a n o n lin e a r a lg e b ra ic e q u a tio n in th e e le m e n ts o f S a n d it m a y a d m it m u ltip le
so lu tio n s, o n ly o n e o f th e m is p o sitiv e d e ¯ n ite th o u g h , a n d th is is th e o n e th a t w e se e k . S e e
th e l q r c o m m a n d fo r so lu tio n o f th e L Q R p ro b le m u sin g M A T L A B .

R e c a ll th a t p re v io u sly w e w e re u sin g p o le (e ig e n v a lu e ) p la c e m e n t to p ro d u c e a rb itra ry
c lo se d { lo o p e ig e n v a lu e s. H e re w e h a v e a te ch n iq u e m o re su ite d fo r la rg e , m u ltiv a ria b le
sy ste m s in w h ic h w e ch o o se th e w e ig h tin g m a tric e s Q a n d R . T h e m a th e m a tic s th e n y ie ld s
a se t o f c lo se d lo o p e ig e n v a lu e s w h ich a re g u a ra n te e d to b e sta b le (w e w ill se e w h y sh o rtly )
b u t o v e r w h ich w e h a v e n o d ire c t c o n tro l. If th e c lo se d lo o p e ig e n v a lu e s a re n o t a c c e p ta b le ,
it m a y b e n e c e ssa ry to ch a n g e th e w e ig h tin g m a tric e s Q a n d R a n d ite ra te . If th e e rro rs
in th e sta te x a re to o la rg e , it w o u ld b e n e c e ssa ry to ra ise q . If th e re is e x c e ssiv e u se o fi ii

c o n tro l u , it w o u ld b e n e c e ssa ry to ra ise r . T h is w o u ld c a u se th e sta te o r c o n tro l w ithj j j

th e in c re a se d w e ig h tin g in J to b e re d u c e d in th e n e x t d e sig n (ite ra tio n ) a t th e e x p e n se o f
in c re a se d e rro rs in th e o th e r sta te s a n d / o r in c re a se d u sa g e o f th e o th e r c o n tro ls.

H o w d o w e k n o w th a t th e L Q R d e sig n y ie ld s a sta b le sy ste m th o u g h ? W e c a n sh o w
sta b ility b y u sin g L y a p u n o v 's m e th o d . C h o o se

TV (x ) = x S x ;

a s a L y a p u n o v fu n c tio n c a n d id a te , w h e re S is th e p o sitiv e d e ¯ n ite so lu tio n o f th e R ic c a ti
e q u a tio n . S in c e S is a p o sitiv e d e ¯ n ite m a trix , V (x ) > 0 . Its tim e d e riv a tiv e is

T T_ _V (x ) = _x S x + x S + x S _x
T T T_= (A x + B u ) S x + x S + x S (A x + B u )

T T ¡ 1 T_= x (S + A S + S A ¡ 2 S B R B S )x
T ¡ 1 T= x (¡ S B R B S ¡ Q )x

T ¡ 1 T T= ¡ x S B R B S x ¡ x Q x :
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¡ 1 TL e t z = R B S x b e so m e v e c to r, th e n
T T_V (x ) = ¡ z R z ¡ x Q x < 0 ;

sin c e Q , R a re p o sitiv e d e ¯ n ite m a tric e s. T h e re fo re , V (x ) is a L y a p u n o v fu n c tio n fo r th e
L Q R d e sig n , a n d sin c e

V (x ) > 0 a n d
_V (x ) < 0 ;

th e d e sig n w ill a lw a y s y ie ld a sta b le sy ste m (a s lo n g a s th e R ic c a ti e q u a tio n su p p lie s th e
p o sitiv e d e ¯ n ite so lu tio n m a trix S ).

A s a n e x a m p le , sa y w e h a v e _x = 2 x + u , a sc a la r sy ste m . T h e o p e n lo o p p o le is s ¡ 2 = 0
o r s = 2 , so it is u n sta b le . W e w ish to c o n tro l x n e a r z e ro a n d m in im iz e

Z 1
2 2J = (q x + r u ) d t :

0

¡ 1S u p p o se w e w a n t to u se q = 0 :2 5 a n d r = 1 . T h e n th e A R E is 2 k + 2 k ¡ k ¢1 ¢1 ¢1 ¢k + 0 :2 5 = 0 ,
2o r k ¡ 4 k ¡ 0 :2 5 = 0 . T h e p o sitiv e ro o t is k = 4 :0 6 a n d th e o p tim a l c o n tro l is

¡ 1u = ¡ 1 ¢ 1 ¢ 4 :0 6 x = ¡ 4 :0 6 x :

T h e c lo se d lo o p e ig e n v a lu e is d e t(2 ¡ 4 :0 6 ¡ s ) = 0 o r s = ¡ 2 :0 6 , a n d th e c lo se d lo o p re sp o n se
¡ 2 :0 6 tis x (t) = x (t )e . If w e w ish to re d u c e th e e rro r in x fa ste r a t th e e x p e n se o f u sin g m o re0

c o n tro l w e c a n ra ise q . If w e re d e sig n fo r q = 4 , r = 1 w e g e t k = 4 :8 3 , u = ¡ 4 :8 3 x , a n d
¡ 2 :8 3 tx (t) = x (t )e . If w e w ish to re d u c e th e a m o u n t o f c o n tro l u se d a t th e e x p e n se o f slo w e r0

re sp o n se , w e c a n ra ise r . If w e re d e sig n fo r q = 0 :2 5 a n d r = 1 0 , w e g e t k = 4 0 :0 6 , u = ¡ 4 x ,
¡ 2 ta n d x (t) = x (t )e .0

E x a m p le : C o n sid e r th e su b m a rin e e q u a tio n s o f m o tio n

_µ = q ;
2_w = a U w + a U q + a z µ + b U ± ;1 1 1 2 1 3 G B 1
2_q = a U w + a U q + a z µ + b U ± ;2 1 2 2 2 3 G B 2

_z = ¡ U µ + w :

O n e c o m m o n lo g ic in se le c tin g th e w e ig h tin g m a tric e s Q a n d R in th e p e rfo rm a n c e in d e x J
is to sa y th a t w e a re w illin g to u se c o n tro l u w h e n sta te e rro r x is re a ch e d . W e c a n m a k ej i0 0

Q a n d R d ia g o n a l w ith

1
q = ; i = 1 ; 2 ; : : : ; n (n sta te s) ;ii 2x i0

1
r = ; j = 1 ; 2 ; : : : ; m (m c o n tro ls) :j j 2u j0

In o u r c a se th e p e rfo rm a n c e in d e x is, in g e n e ra l,
Z

2 2 2 2 2J = (q µ + q w + q q + q z + r ± ) d t :1 1 2 2 3 3 4 4
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In th is c a se w e w a n t to c o n tro l µ a n d z n e a r z e ro (th e ir n o m in a l v a lu e s) a n d u se a re a so n a b le
oa m o u n t o f d iv e p la n e s to d o th e jo b . W e a ssu m e it w o u ld b e re a so n a b le to u se 5 d iv e p la n e s

ofo r d e p th c o n tro l w h e n th e p itc h a n g le d e v ia te s 3 fro m z e ro o r th e b o a t re a ch e s a d e p th
d e v ia tio n o f 1 :5 fe e t (a b o u t o n e te n th o f th e le n g th ). W e , th e re fo re , a ssu m e a ll te rm s in Q
a n d R to b e z e ro e x c e p t,

µ ¶¡ 23 2q = = 3 6 4 :8 w e ig h tin g o n µ ;1 1 5 7 :3
¡ 2 2q = (1 :5 ) = 0 :4 4 4 w e ig h tin g o n z ;4 4

µ ¶¡ 25 2r = = 1 3 3 :3 w e ig h tin g o n ± :1 1 5 7 :3

T h e p e rfo rm a n c e in d e x is
Z ³ ´

2 2 2J = q µ + q z + r ± d t ;1 1 4 4 1 1

a n d th e c o n tro l la w th e n b e c o m e s

± = ¡ (¡ 2 :7 5 7 0 µ ¡ 0 :5 4 5 7 w ¡ 2 :7 6 5 7 q + 0 :0 5 7 7 z ) ;

a n d th e c lo se d lo o p p o le s a re

¡ 0 :5 2 0 7 § 0 :2 8 4 1 i a n d ¡ 0 :1 1 9 7 § 0 :0 7 0 4 i :

A n u m e ric a l sim u la tio n in te rm s o f z a n d ± is sh o w n in F ig u re 2 9 b y th e so lid c u rv e s. If w e
o od e c id e to u se 5 d iv e p la n e s fo r d e p th c o n tro l w h e n th e p itc h a n g le d e v ia te s 3 fro m z e ro o r

th e b o a t re a c h e s a d e p th d e v ia tio n 0 :5 fe e t fro m z e ro , w e e x p e c t a tig h te r c o n tro l la w : th e
sa m e d iv e p la n e a n g le is c o m m a n d e d fo r o n e th ird th e e rro r in z . In th is c a se th e c o n tro l
la w is

± = ¡ (¡ 4 :6 1 8 7 µ ¡ 0 :5 1 7 7 w ¡ 4 :5 3 7 9 q + 0 :1 7 3 2 z ) ;

a n d th e c lo se d lo o p p o le s a re

¡ 0 :4 9 0 1 § 0 :2 8 1 9 i a n d ¡ 0 :2 2 6 7 § 0 :1 1 1 1 i :

T h e d o m in a n t p o le is m o re n e g a tiv e in th is c a se , a s it sh o u ld . T h e re su lts o f th is sim u la tio n
a re a lso sh o w n in F ig u re 2 9 w ith th e d o tte d c u rv e s, th e re sp o n se is fa ste r a t th e e x p e n se o f
m o re p la n e a c tiv ity .

O th e r p e rfo rm a n c e in d ic e s a re a lso p o ssib le . S u p p o se th e o b je c tiv e is to k e e p th e su b m a -
rin e a t c o n sta n t d e p th , z = 0 , w h ile m in im iz in g th e a d d e d d ra g d u e to d iv e p la n e a c tiv ity .
T h e d e sig n is th e n fo r a d e p th c o n tro lle r w h ic h w ill m in im iz e th e a d d e d d ra g o n th e b o a t d u e

T Tto its d e v ia tio n s fro m th e e q u ilib riu m (n o m in a l) le v e l ° ig h t p a th x = [µ ; w ; q ; z ] = [0 ; 0 ; 0 ; 0 ]
a n d c o n tro l ± = 0 . T o fo rm u la te th e p ro b le m w e n e e d th e lo n g itu d in a l (su rg e ) e q u a tio n o f
m o tio n , w h ich is (se e M E 4 8 2 3 fo r d e ta ils)

2 2 2 2(m ¡ X ) _u = X q + (X ¡ m )w q + X w + X U + X ± + T ;_u q q w q w w U U ± ± p ro p
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w h e re X re p re se n ts th e d ra g c o e ± c ie n t in stra ig h t lin e m o tio n , T is th e p ro p u lsiv eU U p ro p

fo rc e , a n d th e te rm s X , X , X , X p ro d u c e th e a d d e d d ra g d u e to n o n z e ro w , q , ± .q q w q w w ± ±

T h e c o n tro l o b je c tiv e s h e re a re :

2d e p th c o n tro l : m in im iz e z , d e v ia tio n fro m d e sire d ;
a d d e d d ra g : m in im iz e ¡ F ;d

w h e re
2 2 2¡ F = ¡ X q ¡ (X ¡ m )w q ¡ X w ¡ X ± :d q q w q w w ± ±

T h e w e ig h tin g in d e x is th e n Z
2J = (q z ¡ F ) d t ;4 4 d

o r Z
2 2 2J = (¡ X q ¡ (X ¡ m )w q ¡ X w ¡ X ± ) d t :q q w q w w ± ±

T h e re fo re , w e c a n u se
2 3

0 0 0 0
6 1 70 ¡ X ¡ (X ¡ m ) 06 7w w w q2Q = 6 7 ;14 50 ¡ (X ¡ m ) ¡ X 0w q q q2

0 0 0 q 4 4

a n d h i
R = ¡ X ;± ±

w h e re q is th e w e ig h tin g fa c to r b e tw e e n m in im iz in g d e p th d e v ia tio n s a n d m in im iz in g d ra g .4 4

R e la tiv e ly la rg e v a lu e s o f q w ill p e n a liz e d e p th d e v ia tio n s h e a v ily a n d w ill re su lt in tig h t4 4

c o n tro l w ith in c re a se d p la n e a c tiv ity (th is m a y b e re q u ire d in o p e ra tio n s a t p e risc o p e d e p th ,
fo r e x a m p le ). O n th e o th e r h a n d , if q is c h o se n sm a ll, th e re su ltin g c o n tro l la w w ill4 4

p e n a liz e c o n tro l a c tiv ity m o re re su ltin g in m in im iz in g d ra g a n d fu e l e ± c ie n c y , w ith la rg e r
d e p th d e v ia tio n s fro m n o m in a l.

6 .7 T im e O p t im a l C o n t r o l o f a D o u b le I n t e g r a l P la n t

C o n sid e r th e d y n a m ic a l sy ste m ,
M Äx = F :

If w e d e ¯ n e ,
F

x = x ; x = _x ; u = ;1 2 M
w e c a n w rite it in sta te sp a c e fo rm a s,

_x = x ;1 2

_x = u :2

W e a lso a ssu m e th e c o n tro l c o n stra in ts

ju j · 1 ;
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a n d th e in itia l c o n d itio n s,

x (0 ) = x ; x (0 ) = x ; x (T ) = x (T ) = 0 :1 1 0 2 2 0 1 2

W e w a n t to m in im iz e th e tim e to ° y ,
Z T

m in J = d t :
0

T h e H a m ilto n ia n is

TH (x ; p ; u ; t) = p f (x ; u ; t) ¡ L (x ; u ; t) = p x + p u ¡ 1 :1 2 2

T h e n e c e ssa ry c o n d itio n s fo r o p tim a lity a re

@ H
_x = = x ;1 2@ p 1

@ H
_x = = u ;2 @ p 2

@ H
_p = ¡ = 0 ;1 @ x 1

@ H
_p = ¡ = ¡ p :2 1@ x 2

P o n try a g in 's m a x im u m p rin c ip le sta te s th a t u m u st m a x im iz e H = p x + p u ¡ 1 . T h e re fo re ,1 2 2

th e o p tim a l c o n tro l n e e d s to m a x im iz e p u (sin c e th e re st o f H d o e s n o t d e p e n d o n u ). W e2

c a n se e th a t if p is p o sitiv e , u m u st g e t th e m a x im u m p o sitiv e v a lu e (in th is c a se + 1 ), w h ile2

if p is n e g a tiv e , u m u st b e ¡ 1 . T h e re fo re , th e o p tim a l c o n tro l is g iv e n b y2

u = sg n [p (t)] = + 1 if p > 0 a n d ¡ 1 if p < 0 :2 2 2

T h e o p tim a l tra je c to ry is g iv e n b y th e so lu tio n to ,

_x ¡ 1 = x ;2

_x = sg n (p ) ;2 2

_p = 0 ;1

_p = ¡ p ;2 1

x (0 ) = x ; x (0 ) = x ; x (T ) = 0 ; x (T ) = 0 :1 1 0 2 2 0 1 2

T h is is a re d u c e d sy ste m o f e q u a tio n s, sin c e u is e lim in a te d b y m a x im iz in g H .

T o so lv e th is sy ste m w e o b se rv e th a t sin c e _p = 0 w e h a v e th a t p = c o n st: a n d th is m e a n s1 1

th a t p is a ¯ rst{ o rd e r p o ly n o m ia l in t. T h e re fo re , it c a n o n ly g o fro m p o sitiv e to n e g a tiv e2

a t m o st o n c e in its life , w h ic h m e a n s th a t th e re a re o n ly fo u r p o ssib le c o n tro l se q u e n c e s,

f + 1 g ; f ¡ 1 g ; f + 1 ; ¡ 1 g ; f ¡ 1 ; + 1 g :
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If w e le t U = § 1 b e th e c o n tro l, w e h a v e

1 2x = x + x t + U t ;1 1 0 2 0 2
x = x + U t :2 2 0

If w e e lim in a te t w e c a n g e t
µ ¶1 12 2x ¡ x ¡ U x = U x ;1 1 0 2 0 22 2

w h ich re p re se n ts a fa m ily o f p a ra b o la s a s sh o w n in F ig u re 3 0 . If u = + 1 w e a re lo c a te d o n
b ra n ch A w h ile if u = ¡ 1 w e a re o n b ra n ch B . T h e b ra n ch th a t g o e s th ro u g h th e o rig in is
c a lle d th e sw itch in g lin e a n d it is g iv e n b y

1
x = ¡ x jx j :1 2 22

T o se e h o w th is o p tim a l c o n tro l w o rk s, su p p o se w e sta rt fro m a n in itia l c o n d itio n w ith b o th
x a n d x p o sitiv e . W e a p p ly c o n tro l u = ¡ 1 u n til w e h it th e sw itch in g lin e , th e re w e sw itch1 2

to u = + 1 a n d w e la n d a t th e o rig in w ith z e ro v e lo c ity .

A fe e d b a ck c o n tro l im p le m e n ta tio n is sh o w n in F ig u re 3 1 . W e d e ¯ n e

1
z = x + x jx j ;1 2 22

w h ich m e a n s th a t th e sw itch in g lin e is z = 0 . T h e re fo re , w e g e t th e o p tim a l c o n tro l th ro u g h
a sw itch u = ¡ 1 w h e n z > 0 a n d u = + 1 w h e n z < 0 . W e sh o u ld p o in t o u t th a t in th is
c a se th e ¯ n a l p o rtio n o f th e sta te tra je c to ry fo llo w s th e sw itch in g c u rv e , th is is n o t ty p ic a l
fo r a ll sy ste m s th o u g h . S in c e th e o p tim a l c o n tro l sw itc h e s fro m p o sitiv e to n e g a tiv e w e c a ll
it ba n g { ba n g c o n tro l. M o st m in im u m tim e c o n tro l p ro b le m s le a d to b a n g { b a n g c o n tro lle rs.
P o n try a g in h a s sh o w n th a t fo r a sy ste m o f o rd e r n w ith n e g a tiv e re a l p o le s a n d sc a la r u ,
ju j · 1 , th e o p tim a l c o n tro l sw itch e s a t m o st n ¡ 1 tim e s.

7 D I S C R E T E A N D S T O C H A S T I C S Y S T E M S

7 .1 D is c r e t e S y s t e m s

R e c a ll o u r b a sic c o n tin u o u s sy ste m in sta te sp a c e fo rm ,

_x = A x + B u ;
y = C x :

A c o n tro l sy ste m th a t is to b e im p le m e n te d u sin g a d ig ita l c o m p u te r, a s is u su a lly th e c a se ,
is in a d isc re te sta te sp a c e fo rm ,

x = A x + B u ;n + 1 d n d n

y = C x :n d n
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T h e ¯ rst th in g w e h a v e to d o is to b e a b le to g o fro m th e c o n tin u o u s to th e d isc re te m o d e l.
W e sta rt w ith th e so lu tio n to th e sta te e q u a tio n s in th e fo rm

Z t
A (t¡ t ) A (t¡ ¿ )0x (t) = e x (t ) + e B u (¿ ) d ¿ :0

t0

W e c a n u se th is so lu tio n o v e r o n e sa m p le p e rio d T to o b ta in a d i® e re n c e e q u a tio n . L e t

t = n T + T ;
t = n T ;0

a n d w e g e t Z n T + T
A T A (n T + T ¡ ¿ )x (n T + T ) = e x (n T ) + e B u (¿ ) d ¿ :

n T

N o w a ssu m e th a t th e in p u t d o e s n o t ch a n g e w ith in o n e sa m p le p e rio d ,

u (¿ ) = u (n T ) fo r n T · ¿ < n T + T :

W e re fe r to th is o p e ra tio n a s th e z e ro { o rd e r h o ld w ith n o d e la y . T h e n , b y d e ¯ n in g th e
a u x ilia ry v a ria b le

´ = n T + T ¡ ¿ ;

w e g e t Z T
A T A ´x (n T + T ) = e x (n T ) + e B u (n T ) d ´ :

0

T h e re fo re , th e sy ste m

_x = A x + B u ;
y = C x ;

b e c o m e s

x = A x + B u ;n + 1 d n d n

y = C x ;n d n

w h e re

A TA = e ;d
Z T

A ´B = e B d ´ ;d
0

C = C ;d

a n d T is th e sa m p le p e rio d . T h e M A T L A B c o m m a n d c 2 d a u to m a te s th e a b o v e c o n v e rsio n
fro m c o n tin u o u s to d isc re te fo rm .

A lo w sa m p le p e rio d T ; i.e ., h ig h sa m p le ra te , is in g e n e ra l d e sira b le fo r g o o d p e rfo rm a n c e
so th a t w e c a n a p p ro x im a te th e c o n tin u o u s m o d e l a s c lo se ly a s p o ssib le . T h is, h o w e v e r, w ill
d e m a n d a fa st c o m p u te r a n d A / D a n d D / A c o n v e rte rs. It sh o u ld b e e m p h a siz e d h e re th a t
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lo w T is a lw a y s w ith re sp e c t to th e re sp o n se tim e o f th e p h y sic a l sy ste m . L o w T fo r o n e
sy ste m m a y b e h ig h fo r a d i® e re n t sy ste m . L o w sa m p le ra te , h ig h T , m a y le a d to in sta b ilitie s
w h e n th e d e sig n is b a se d o n th e c o n tin u o u s sy ste m . In su ch a c a se w e sh o u ld sw itch to a
d ire c t d isc re te d e sig n . T h is m e a n s th a t th e c o n tin u o u s sy ste m is d isc re tiz e d ¯ rst, a n d a n y
c o m p e n sa to r d e sig n is b a se d o n th e d isc re te v e rsio n . F o rtu n a te ly th is p a ra lle ls th e c o n tin u o u s
d e sig n w e h a v e a lre a d y d e v e lo p e d .

W e c a n p la c e th e p o le s o f a d isc re te sy ste m to d e sira b le lo c a tio n s b y lin e a r sta te v a ria b le
fe e d b a ck ,

u = ¡ K x ;n n

a n d if n o t a ll sta te s a re m e a su ra b le w e c a n u se a d isc re te fu ll{ o rd e r e stim a to r,

b b bx = A x + B u + L (y ¡ C x ) :n + 1 d n d n n d n

W e c a n ¯ n d th e g a in m a tric e s K a n d L b y p o le p la c e m e n t o f

A ¡ B K ;d d

a n d
A ¡ L C :d d

W e a lre a d y k n o w h o w to d o th e p o le p la c e m e n t d e sig n , th e o n ly th in g w e n e e d to k n o w is:
W h e n is a d isc re te sy ste m x = A x sta b le ? W e c a n se e th is b y c o n sid e rin g a sc a la rn + 1 n

sy ste m . C o n sid e r th e c o n tin u o u s sy ste m

_x = a x :

a tT h e so lu tio n is x (t) = e x (0 ) so if < f a g < 0 th e sy ste m w ill b e sta b le . T h e d isc re te sy ste m

x = a x ;n + 1 n

h a s

x = a x ;1 0
2x = a x = a x ;2 1 0
3x = a x = a x ;3 2 0

a n d , ¯ n a lly ,
nx = a x :n 0

nF o r sta b ility , w e w a n t x ! 0 a s n ! 1 , o r a ! 0 , w h ich m e a n s th a t w e w a n tn

ja j < 1 :

T h e re fo re , th e d isc re te tim e sy ste m x = A x is sta b le if a n d o n ly if a ll e ig e n v a lu e s o f An + 1 n

h a v e a b so lu te v a lu e le ss th a t o n e ; i.e ., th e y a re lo c a te d in sid e th e u n it c irc le in th e s { p la n e ,
A Tse e F ig u re 3 2 . S in c e th e c o n tin u o u s m a trix A b e c o m e s e w h e n d isc re tiz e d , w e c a n a rg u e

th a t a n e ig e n v a lu e w h ic h is e q u a l to ¸ fo r a c o n tin u o u s sy ste m , c o rre sp o n d s to a n e ig e n v a lu e
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¸ Te q u a l to e fo r a d isc re te sy ste m w ith sa m p le p e rio d T . B y k e e p in g th is a n a lo g y in m in d w e
c a n d o in d isc re te tim e e v e ry th in g w e d id in c o n tin u o u s tim e . T h e c o rre sp o n d in g M A T L A B
c o m m a n d s h a v e th e sa m e n a m e s w ith sim p ly th e p re ¯ x d in fro n t, fo r e x a m p le d l q r w ill d o
th e d isc re te L Q R d e sig n .

A s a n e x a m p le , c o n sid e r th e sy ste m

_x = x + u ;

w h ich is o p e n { lo o p u n sta b le . A c o n tro l la w o f th e fo rm u = ¡ 2 x p la c e s th e c lo se d lo o p p o le
o f th e c o n tin u o u s sy ste m a t ¡ 1 , th is m e a n s th a t th e c o n tin u o u s sy ste m h a s a tim e c o n sta n t 1
se c o n d . N o w le t's d isc re tiz e th e sy ste m u sin g a sa m p le p e rio d T , w e se t th e c lo se d lo o p p o le

¡ To f th e d isc re te sy ste m a t e . H o w d i® e re n t w ill b e th e d isc re te g a in fro m th e c o n tin u o u s
g a in 2 ? T h is sh o u ld d e p e n d stric tly o n T . If T is v e ry sm a ll c o m p a re d to 1 , th e tim e c o n sta n t
o f th e sy ste m , th e n th e tw o g a in s m u st b e re la tiv e ly c lo se . T e n tim e s sm a lle r sh o u ld b e sm a ll
e n o u g h . O n th e o th e r h a n d , if T is o f th e sa m e o rd e r o f m a g n itu d e a s 1 , w e h a v e to c o m p u te
th e g a in fro m th e d isc re te d e sig n . T h is is illu stra te d b y th e re su lts o f F ig u re 3 3 w h e re w e

¡ Tp re se n t th e d isc re te tim e g a in fo r a d isc re te c lo se d lo o p p o le a t e , v e rsu s T fo r T fro m 0 :0 1
se c to 1 se c . T h is c o rre sp o n d s to sa m p le ra te s fro m 1 0 0 H z to 1 H z , re sp e c tiv e ly .

7 .2 S t o c h a s t ic P r o c e s s e s

T o th is p o in t w e h a v e tre a te d th e e n tire c o n tro l/ e stim a tio n p ro b le m a s d e te rm in istic ; e v e ry -
th in g h a d a k n o w n v a lu e a t e a ch tim e . In re a l w o rld p ro b le m s, h o w e v e r, th e re a re q u a n titie s
w h ich w e c a n o n ly d e sc rib e p ro b a b ilistic a lly , fo r e x a m p le se n so r c h a ra c te ristic s o r se a w a v e s.
T h e re a re u n p re d ic ta b le d istu rb a n c e s a n d m e a su re m e n t n o ise w h ic h o c c u r d u rin g o p e ra tio n
o f re a l sy ste m s. T h e se d istu rb a n c e s a n d n o ise c a n b e m o d e le d a s sto ch a stic p ro c e sse s. A
v e ry u se fu l sp e c ia l c la ss o f sto ch a stic p ro c e sse s is th e G a u ss{ M a rk o v p ro c e ss w h ich c a n b e
c o m p le te ly d e sc rib e d b y th e fo llo w in g :

1 . Its m e a n v a lu e v e c to r x ,
x ´ E [x (t)] ;|{z}

(n £ 1 )

w h ich g iv e s th e e x p e c te d v a lu e o r e n se m b le a v e ra g e o f a ll p o ssib le o b se rv a tio n s a t tim e
t; th is is th e m o st lik e ly v a lu e .

2 . Its c o rre la tio n m a trix C ,
n o

TC (t; ¿ ) ´ E [x (t) ¡ x (t)] [x (¿ ) ¡ x (¿ )] ;
| {z }

(n £ n )

w h ich is a sy m m e tric m a trix a n d g iv e s th e re la tio n sh ip b e tw e e n th e d e v ia tio n fro m th e
m e a n a t tim e t to th e d e v ia tio n fro m th e m e a n a t a d i® e re n t tim e ¿ .
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W h e n t = ¿ , th is c o rre la tio n m a trix b e c o m e s th e c o v a ria n c e m a trix w h ic h m e a su re s th e
m e a n sq u a re d e v ia tio n o f th e sta te v e c to r fro m th e m e a n ; i.e .,

n o
TX (t) ´ C (t; t) = E [x (t) ¡ x (t)] [x (t) ¡ x (t)] :

|{z}
(n £ n )

A t a n y tim e t, th e sta te x (t) is n o rm a lly d istrib u te d (G a u ssia n d istrib u tio n ) a b o u t th e m e a n
a n d th e d ia g o n a l e le m e n ts o f X (t) g iv e th e v a ria n c e (sta n d a rd d e v ia tio n sq u a re d ) fo r th e
a sso c ia te d e le m e n ts o f x .

A sp e c ia l G a u ss{ M a rk o v p ro c e ss is th e p u re ly ra n d o m p ro c e ss. T h is is a n id e liz e d , v e ry
jitte ry p ro c e ss w h ich is c o m p le te ly u n c o rre la te d fro m o n e tim e to th e n e x t. T h is is a u se fu l
m o d e l fo r d istu rb a n c e s o r n o ise w h ich c h a n g e v e ry ra p id ly c o m p a re d w ith th e tim e re sp o n se
o f a sy ste m . T h e c o rre la tio n m a trix fo r a p u re ly ra n d o m p ro c e ss is

C (t; ¿ ) = Q (t) ± (t ¡ ¿ ) ;
|{z}
(n £ n )

w h e re Q (t) is th e po w e r sp ectra l d en sity , a n d ± (t ¡ ¿ ) is th e D ira c d e lta fu n c tio n ; th is is z e roR+ 1e v e ry w h e re e x c e p t a t t = ¿ w h e re it a ssu m e s a \ v a lu e " su ch th a t ± (t ¡ ¿ )d ¿ = 1 . T h is¡1
c a n b e v ie w e d a s th e lim it o f a se q u e n c e o f im p u lse s o f ra n d o m m a g n itu d e (e q u a l p lu s a n d

2m in u s so th e m e a n is z e ro ; a v e ra g e sq u a re m a g n itu d e is ¾ (t)) a n d ra n d o m tim e o f o c c u re n c e .
F o r su ch a se q u e n c e ,

2Q (t) ¼ 2 [¾ (t)] ¯ (t) ;

w h e re ¯ (t) is th e a v e ra g e n u m b e r o f o c c u re n c e s p e r u n it tim e .

T h e k e y b e h in d u sin g G a u ss{ M a rk o v p ro c e sse s is th a t a G a u ss{ M a rk o v p ro c e ss c a n a l-
w a y s b e re p re se n te d b y a sta te v e c to r o f a lin e a r d y n a m ic a l sy ste m fo rc e d b y a G a u ssia n
p u re ly ra n d o m p ro c e ss w h e re th e in itia l sta te v e c to r is G a u ssia n . T h u s,

_x = A x + ¡ w ;

w h e re

E [w (t)] = w = 0 ;
h i

TE w (t)w = Q (t)± (t ¡ ¿ ) ;

E [x (t )] = x ;0 0n o
TE [x (t ) ¡ x ] [x (t ) ¡ x ] = X ;0 0 0 0 0

n o
TE [w (t) ¡ w ] [x (t ) ¡ x ] = 0 :0 0

T h e fo rc in g d istu rb a n c e w a n d th e in itia l sta te x (t ) a re c o m p le te ly in d e p e n d e n t o r u n c o r-0

re la te d . R e c a ll th e sta te p ro p e rty fo r d e te rm in istic sy ste m s: k n o w in g th e c u rre n t sta te a n d
th e sta te e q u a tio n c o m p le te ly d e ¯ n e s th e fu tu re fo r z e ro c o n tro l. T h e M a rko v p ro p erty is
c o m p le te ly p a ra lle l to th is: k n o w in g th e c u rre n t sta te m e a n x a n d c o v a ria n c e m a trix X0 0

c o m p le te ly d e ¯ n e s th e fu tu re m e a n a n d c o v a ria n c e fo r z e ro c o n tro l w h e n su b je c te d to th e
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d istu rb a n c e d e sc rib e d b y w = 0 a n d Q . T h e G a u ssia n p ro pe rty sta te s th a t th e sta te w ill
a lw a y s b e n o rm a lly d istrib u te d a b o u t th e m e a n v a lu e in a c c o rd a n c e w ith th e v a ria n c e (sta n -
d a rd d e v ia tio n sq u a re d ) g iv e n b y th e d ia g o n a l e le m e n ts o f th e c o v a ria n c e m a trix . T h u s fo r
o n e sta te x , it w ill b e w ith in o n e sta n d a rd d e v ia tio n ¾ o f x 6 8 :3 % o f th e tim e ; w ith in 2 ¾ o f
x 9 5 :5 % o f th e tim e ; w ith in 3 ¾ o f x 9 9 :7 % o f th e tim e . F o r m u ltip le sta te s th e se p e rc e n ta g e s
d e c re a se a s sh o w n in th e fo llo w in g ta b le :

n ¾ 2 ¾ 3 ¾
1 6 8 :3 9 5 :5 9 9 :7
2 3 9 :4 8 6 :5 9 8 :9
3 2 0 :0 7 3 :9 9 7 :1

T h e m e a n v a lu e v e c to r o f a G a u ss{ M a rk o v p ro c e ss o b e y s th e sta te d i® e re n tia l e q u a tio n

_x = A x + ¡ w ; x (t ) = x :0 0

T h e c o v a ria n c e m a trix o b e y s e q u a tio n

T T_X = A X + X A + ¡ Q ¡ ; X (t ) = X ;0 0

w h ich is c o m p le te ly in d e p e n d e n t a n d w h ich c o u ld b e c a lc u la te d in a d v a n c e . N o te th a t th e
Tte rm A X + X A re p re se n ts th e e ® e c t o f th e sy ste m d y n a m ic s a n d it m a y d e c re a se X fo r

Ta sta b le sy ste m , w h ile th e o th e r te rm ¡ Q ¡ re p re se n ts th e e ® e c t o f th e d istu rb a n c e a n d it
a lw a y s in c re a se s X sin c e w e h a v e a p o sitiv e d e ¯ n ite Q .

W e c a n v isu a liz e th is b y c o n sid e rin g a sim p le ¯ rst o rd e r sy ste m so th a t a ll th e a b o v e
m a tric e s a re sc a la rs. A sta b le ¯ rst o rd e r sy ste m w ith a n in itia l m e a n x a n d sm a ll sta n d a rd0

d e v ia tio n ¾ c o u ld b e re le a se d w h ile su b je c te d to n o ise . It c o u ld re sp o n d a s sh o w n in F ig u re0

3 4 fo r la rg e n o ise . A s a n e x a m p le su p p o se w e h a v e th e sy ste m

_x + 2 x = w ;

w h e re w is z e ro m e a n , p u re ly ra n d o m (w h ite n o ise ), x is e x a c tly 1 a t t = 0 . A t th is tim e , x
is re le a se d a n d th e d istu rb a n c e w w ith p o w e r sp e c tra l d e n sity Q = q = 3 b e g in s to a c t o n
th e sy ste m . W e w a n t to d e te rm in e th e m e a n a n d th e c o v a ria n c e o f th e re sp o n se . T h e m e a n
w ill fo llo w th e sta te e q u a tio n

_x = A x + ¡ w = ¡ 2 x ; x (0 ) = 1 ; A = ¡ 2 ;

a n d w = 0 sin c e w is w h ite n o ise . T h e so lu tio n fo r th e m e a n is

¡ 2 tx (t) = e :

T h e c o v a ria n c e w ill fo llo w e q u a tio n

T T_X = A X + X A + ¡ Q ¡ ; Q = q = 3 ; ¡ = 1 ;

o r
_X = ¡ 2 X ¡ 2 X + q ;
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a n d , w ith e x a c t k n o w le d g e a t t = 0 , th e in itia l c o n d itio n is X (0 ) = 0 . T h e so lu tio n is
³ ´

¡ 4 t 2X (t) = 0 :7 5 1 ¡ e = ¾ ;

th e v a ria n c e o f x (t) a b o u t its m e a n x (t), re fe r to F ig u re 3 5 .

n o rm a lly d istrib u te d
t x X ¾
0 1 0 0

0 :5 0 :3 6 8 0 :6 4 8 0 :8 0 5
1 0 0 :7 5 0 0 :8 6 6

M o st p h y sic a l d istu rb a n c e s c a n b e m o d e le d b y o n e o f th e fo llo w in g sp e c ia l c a se s:

1 . W h ite n o ise: A sta tio n a ry , p u re ly ra n d o m G a u ss{ M a rk o v p ro c e ss w ith z e ro c o rre la tio n
tim e (se e b e lo w ) a n d c o n sta n t p o w e r sp e c tra l d e n sity ,

C = Q ± (t ¡ ¿ ) :

2 . R a n d o m bia s: A ra n d o m , u n p re d ic ta b le c o n sta n t w ith in ¯ n ite c o rre la tio n tim e a n d
c o n sta n t c o rre la tio n . In th is c a se w e in tro d u c e

_x = 0 ; x (t ) = ra n d o m :n + 1 n + 1 0

W e a d d a n e w , c o n sta n t sta te to th e sy ste m o f e q u a tio n s; i.e ., w e a u g m e n t th e sta te e q u a tio n s
a n d e stim a te x a lo n g w ith th e re st o f th e sta te s x , i = 1 ; : : : ; n , a s w e h a v e a lre a d yn + 1 i

se e n b e fo re . A s e x a m p le s, a d istu rb a n c e w h ich ch a n g e s ra p id ly c o m p a re d to th e d o m in a n t
d y n a m ic s o f th e sy ste m c a n b e m o d e le d a s w h ite n o ise ; e .g . w a v e e ® e c ts o n th e ste e rin g o f a
la rg e ta n k e r. A d istu rb a n c e w h ich c h a n g e s v e ry slo w ly c o m p a re d to th e d o m in a n t d y n a m ic s
o f th e sy ste m c a n b e m o d e le d a s a ra n d o m b ia s; e .g . tid a l c u rre n t o n sh ip ste e rin g .

3 . E xp o n en tia lly co rrela ted n o ise: B e tw e e n th e tw o e x tre m e s w h e re w h ite n o ise a n d
ra n d o m b ia s m o d e ls a re a p p ro p ria te , a re d istu rb a n c e s w h ich ch a n g e o n th e sa m e tim e sc a le
a s th e d o m in a n t d y n a m ic s o f th e sy ste m . T h e se d istu rb a n c e s h a v e ¯ n ite , n o n { z e ro c o rre la tio n
tim e s ¿ . T h e sim p le st c a n b e m o d e le d a s a ¯ rst o rd e r sy ste m d riv e n b y w h ite n o ise ; i.e .,c

¿ _x + x = w :c n + 1 n + 1

In th e se c a se s th e sta te v e c to r c a n b e a u g m e n te d w ith x . D istu rb a n c e s w h ich ch a n g e w ithn + 1

a b o u t th e sa m e d y n a m ic s a s th e sy ste m m u st b e m o d e le d w ith a ¯ n ite ¿ ; e .g . th e fo rc e a n dc

m o m e n t p ro d u c e d b y a p a ssin g sh ip d u rin g u n d e rw a y re p le n ish m e n t. T h e a b o v e e q u a tio n
is c a lle d a sh a p in g ¯ lter b e c a u se it \ sh a p e s" w h ite n o ise w to p ro d u c e a n o th e r d istu rb a n c e
x w h ich is c a lle d \ c o lo re d " n o ise . T h e c o rre la tio n tim e is th e sa m e a s th e tim e c o n sta n tn + 1

o f th e d istu rb a n c e v a ria tio n , th is c a n b e o b ta in e d b y c o n sid e rin g th e p h y sic s o f th e p ro b le m .
F o r e x a m p le , if th e d istu rb a n c e is th e fo rc e p ro d u c e d b y a p a ssin g sh ip w e c a n ta k e ¿ to b ec

a p p ro x im a te ly th e tim e it ta k e s to tra v e l a sh ip le n g th .

T o c o m p le te th e m o d e l fo r th e e x p o n e n tia lly c o rre la te d d istu rb a n c e it is n e c e ssa ry to
sp e c ify th e p o w e r sp e c tra l d e n sity o f th e w h ite n o ise w . T h is is g iv e n b y ,

2q = 2 ¾ ¿ ;c
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w h e re

¾ = ro o t m e a n sq a u e (R M S ) n o ise le v e l,
¿ = c o rre la tio n tim e :c

T h e sa m e fo rm u la is a lso u se d in d e sig n to e sta b lish th e p o w e r sp e c tra l d e n sity o f d istu rb a n c e s
m o d e le d a s w h ite n o ise . In th a t c a se th e c o rre la tio n tim e s (m o d e le d a s z e ro ) a re a c tu a lly
sm a ll n o n z e ro q u a n titie s c o m p a re d to th e tim e c o n sta n ts o f th e sy ste m . In p ra c tic e th is c a n
b e th e in te g ra tio n tim e ste p in sim u la tio n s, o r th e sa m p le tim e in e x p e rim e n ts.

M o re c o m p le x m o d e ls fo r m o d e lin g d istu rb a n c e s a re a lso p o ssib le , th is is a tra d e { o ®
b e tw e e n a c c u ra c y a n d sim p lic ity . O f g re a t in te re st to n a v a l e n g in e e rin g is th e m o d e lin g o f
th e d istu rb a n c e d u e to w a v e s. T h e sim p le st a p p ro a ch w o u ld b e to m o d e l th is a s w h ite n o ise ,
th is is v e ry a c c u ra te fo r la rg e sh ip s. F o r sm a lle r v e sse ls it m ig h t b e w o rth m o d e lin g th e
pe rio d ic n a tu re o f th e d istu rb a n c e . T h e re a re a c o u p le o f w a y s to d o th is. If w e a ssu m e a
sin u so id a l w a v e a s th e d o m in a n t m o d e l fo r w a v e s in th e a re a , w e c a n u se a se c o n d o rd e r
m o d e l d riv e n b y w h ite n o ise w ,

2Äy + ! y = w ;

w h e re ! is th e a ssu m e d fre q u e n c y o f th e d o m in a n t w a v e (u su a l p e rio d s o f se a w a v e s a re in
th e 6 to 1 5 se c ra n g e ), a n d y is th e a m p litu d e o f th e d istu rb a n c e . In sta te sp a c e fo rm th e n
w e n e e d to a u g m e n t o u r sy ste m w ith tw o a d d itio n a l e q u a tio n s

_x = x ;n + 1 n + 2
2_x = ¡ ! x + w ;n + 2 n + 1

w h e re y = x a n d _y = x . M o re a c c u ra te d e sc rip tio n s o f th e se a w a y a re a lso u se d . An + 1 n + 2

ty p ic a l d e sc rip tio n fo llo w s th e so { c a lle d P ie rso n { M o sk o w itz w a v e sp e c tru m g iv e n b y

a 4¡ b = !S (! ) = e ;5!

w h e re a , b a re c o n sta n ts d e sc rib in g th e p a rtic u la r se a w a y . S u c h a sp e c tru m c a n b e sim u la te d
b y fe e d in g a w h ite n o ise sig n a l in to a su ita b le sh a p in g ¯ lte r. A s a n e x a m p le , fo r a sig n ī c a n t
w a v e h e ig h t (th e a v e ra g e o f th e h ig h e st o n e th ird o f a ll w a v e h e ig h ts) o f 7 m a n d a m e a n
w a v e p e rio d o f 9 :4 se c o n d s w e h a v e a = 0 :7 8 a n d b = 0 :0 6 3 . T h e n th e ra tio n a l sp e c tru m

2 2b !2S (! ) = ;R 2 2 26 4 2! + (a ¡ 2 a )! + (a ¡ 2 a a )! + a2 1 31 2 3

w ith a = 0 :5 , a = 0 :3 3 , a = 0 :0 7 , a n d b = 0 :4 1 5 c a n b e u se d a s a n a p p ro x im a tio n o f S (! )1 2 3 2

fo r th e ch o se n se a sta te . W h e n b o th S a n d S a re p lo tte d v e rsu s ! th e a g re e m e n t is g o o d .R

F o r d e ta ils se e th e a rtic le \ C o n tro l o f y a w a n d ro ll b y a ru d d e r/ ¯ n sta b iliz a tio n sy ste m "
b y K a llstro m in th e P ro c e e d in g s o f th e S ix th S h ip C o n tro l S y ste m s S y m p o siu m , 1 9 8 1 . A
sto ch a stic p ro c e ss w ith sp e c tra l d e n sity g iv e n b y S c a n b e o b ta in e d a s o u tp u t fro m th eR

¯ lte r
b s2G (s ) = ;3 2s + a s + a s + a1 2 3
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w ith w h ite n o ise a s in p u t. A sim ila r m o d e l c a n b e b u ilt fo r a p p ro x im a tin g th e w a v e slo p e
sp e c tru m ,

4!
S (! ) = S (! ) ;s 2g

a n d e ith e r o n e o r b o th w a v e h e ig h t a n d w a v e slo p e m o d e ls c a n th e n b e u se d fo r re a listic
d e sig n a n d sim u la tio n s.

7 .3 K a lm a n F ilt e r

W e p re se n t n o w th e m a x im u m lik e lih o o d , sto ch a stic o b se rv e r o r ¯ lte r fo r a n o n sta tio n a ry
G a u ss{ M a rk o v p ro c e ss. T h is w ill b e se e n to b e c o m p le te ly p a ra lle l to th e d e te rm in istic
o b se rv e r d isc u sse d in S e c tio n 3 . W e w ill sk e tch th e d e riv a tio n o f th e c o n tin u o u s tim e K a lm a n
¯ lte r u sin g c a lc u lu s o f v a ria tio n s in a m a n n e r w h ich p a ra lle ls o u r d e riv a tio n o f th e o p tim a l
c o n tro l la w in 6 :6 .

R e c a ll o u r c la ssic a l fu ll o rd e r o b se rv e r d e sig n

_b b bx = A x + B u + L (y ¡ C x ) :

In g e n e ra l, w e w o u ld lik e to p la c e th e o b se rv e r p o le s a s n e g a tiv e a s p o ssib le , th is w ill c re a te
la rg e e le m e n ts o f th e o b se rv e r g a in m a trix L . T h e la rg e r th e L , th e fa ste r th e e rro r in th e
o b se rv e r d y n a m ic s w ill d e c a y to z e ro . A v e ry la rg e L , h o w e v e r, w ill a m p lify u n d e sira b le n o ise
w h ich is a lw a y s p re se n t in re a l sy ste m s. T h e re fo re , th e re se e m s to b e a lim it o n L w h ich
sh o u ld d e p e n d o n th e le v e l o f n o ise in th e sy ste m ; th is in tu rn sh o u ld b e d ire c tly re la te d
to th e q u a lity o f o u r se n so rs a n d th e d istu rb a n c e s. T h e K a lm a n ¯ lte r is th is b e st v a lu e fo r
L a n d it p ro v id e s a n o p tim a l sto ch a stic o b se rv e r, ju st lik e th e lin e a r q u a d ra tic re g u la to r
p ro v id e d a n o p tim a l c o n tro lle r.

C o n sid e r th e sy ste m
_x = A x + B u + ¡ w ;

w h e re w is a p u re ly ra n d o m p ro c e ss, a n d

E [x (t )] = x ;0 0n o
TE [x (t ) ¡ x ][x (t ) ¡ x ] = P ;0 0 0 0 0

bw h ich is th e c o v a ria n c e o f th e e rro r in th e e stim a te o f th e sta te x (t ) a t t . In itia lly w e0 0
ba ssu m e th a t x (t ) = x : th e m o st lik e ly e stim a te a t t is th e m e a n v a lu e a t th a t tim e . In0 0 0

g e n e ra l, n o h i
T Tb b e eP (t) = E [x (t) ¡ x (t)][x (t) ¡ x (t)] = E x (t)x (t) ;

e bw h e re x ´ x ¡ x is th e e rro r in th e e stim a te o f th e sta te . T h e d istu rb a n c e w in th e sta te
e q u a tio n s is a p u re ly ra n d o m p ro c e ss w ith

E [w (t)] = 0 ; z e ro m e a n ;
TE [w (t)w (t)] = Q (t)± (t ¡ ¿ ) ;
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bw h e re Q is th e p o w e r sp e c tra l d e n sity m a trix . W e w a n t to e stim a te th e sta te v e c to r x (t)
u sin g a se t o f n o isy m e a su re m e n ts,

y = C x + v ;

w h e re th e m e a su re m e n t n o ise v is a n o th e r p u re ly ra n d o m p ro c e ss w ith

E [v (t)] = 0 ; z e ro m e a n ;
TE [v (t)v (t)] = R (t)± (t ¡ ¿ ) :

W h a t w e w a n t to d o is to g e n e ra te a n e stim a te o f b o th x a n d w w h ic h e n te r th e sta te
e q u a tio n s. T h is c a n b e d o n e in a le a st sq u a re se n se if w e m in im iz e th e c o st fu n c tio n

Zh i h itfT ¡ 1 T ¡ 1 T ¡ 11 1J = (x ¡ x ) P (x ¡ x ) + w Q w + (y ¡ C x ) R (y ¡ C x ) d t :0 0 0 002 2 t0

O b se rv e th a t th e ¯ rst te rm m in im iz e s th e e rro r in th e in itia l e stim a te ; th e se c o n d te rm
m in im iz e s th e e rro r in th e e stim a te o f w ; a n d th e th ird te rm m in im iz e s th e e rro r in th e
e stim a te o f x . T h e m in im iz a tio n is su b je c t to th e c o n stra in ts

_x = A x + B u + ¡ w ;
y = C x + v :

F o llo w in g a p ro c e ss sim ila r to th e L Q R d e sig n , w e c a n d e ¯ n e th e H a m ilto n ia n
h i

1 T ¡ 1 T ¡ 1 TH = w Q w + (y ¡ C x ) R (y ¡ C x ) + ¸ (A x + B u + ¡ w ) ;2

a n d fo rm u la te th e E u le r{ L a g ra n g e e q u a tio n s, a s b e fo re . W e c a n ¯ n d th e n th a t th e o p tim a l
o b se rv e r h a s th e fa m ilia r fo rm ,

_b b b bx = A x + B u + L (y ¡ C x ) ; x (t ) = x ;0 0

w h e re L is th e K a lm a n ¯ lte r g a in m a trix

T ¡ 1L = P C R ;

a n d P is th e so lu tio n o f th e fo rw a rd m a trix R ic c a ti d i® e re n tia l e q u a tio n

T T T ¡ 1_P = A P + P A + ¡ Q ¡ ¡ P C R C P ;
P (t ) = P :0 0

In th e ste a d y sta te c a se , th e se re su lts b e c o m e

T ¡ 1L = P C R ;

w h e re n o w P is th e so lu tio n to th e a lg e b ra ic R ic c a ti e q u a tio n

T T T ¡ 1A P + P A + ¡ Q ¡ ¡ P C R C P = 0 :

T h e p o sitiv e d e ¯ n ite so lu tio n d e ¯ n e s P , th e c o v a ria n c e o f th e e rro r in th e e stim a te o f th e
bsta te x .
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A s a n e x a m p le , c o n sid e r th e sy ste m

_x = ¡ 2 x + w ; so A = ¡ 2 ; ¡ = 1 ;
y = x + v ; so C = 1 :

T h e d istu rb a n c e w is e x p o n e n tia lly c o rre la te d w ith a c o rre la tio n tim e

¿ = 0 :0 1 ;w

a n d ro o t m e a n sq u a re v a lu e
¾ = 1 :2 :w

T h e m e a su re m e n t n o ise v is a lso e x p o n e n tia lly c o rre la te d w ith c o rre la tio n tim e

¿ = 0 :0 1 ;v

b u t w ith a n R M S v a lu e
¾ = 0 :2 :v

W e w a n t to d e sig n a K a lm a n ¯ lte r to p ro d u c e a b e st e stim a te o f x fro m y . T h e sy ste m h a s
th e tim e c o n sta n t

T = 0 :5 À 0 :0 1 ;
so w e c a n m o d e l b o th th e d istu rb a n c e a n d n o ise a s w h ite n o ise c o m p a re d w ith th e d y n a m ic s
o f th e sy ste m . T h e p o w e r sp e c tra l d e n sitie s a re e stim a te d a s

2 2fo r w : Q ¼ 2 ¾ ¿ = 2 (1 :2 ) 0 :0 1 = 0 :0 2 8 8 ;ww
2fo r v : R ¼ 2 ¾ ¿ = 2 (0 :2 )6 2 0 :0 1 = 0 :0 0 0 8 :vv

O u r ¯ lte r is g iv e n b y
¡ 1_b b bx = ¡ 2 x + L (y ¡ x ) ; L = P R :

T o ¯ n d P w e u se th e a lg e b ra ic R ic c a ti e q u a tio n
1

¡ 2 P + P (¡ 2 ) + 0 :0 2 8 8 ¡ P P = 0 )
0 :0 0 0 8

2P + 0 :0 0 3 2 P ¡ 0 :0 0 0 0 2 3 0 4 = 0 )
P = 0 :0 0 3 4 6 ;

th e p o sitiv e ro o t. T h e n
0 :0 0 3 4 6¡ 1L = P R = = 4 :3 2 4 6 ;

0 :0 0 0 8
g iv in g

_b b b bx = ¡ 2 x + 4 :3 2 4 6 (y ¡ x ) = ¡ 6 :3 2 4 6 x + 4 :3 2 4 6 y :
T h e e rro r in th e e stim a te p ro d u c e d b y th e ¯ lte r is

_ _e bx = x ¡ _x
b b= A x + B u + L (C x + v ¡ C x ) ¡ A x ¡ B u ¡ ¡ w

e= (A ¡ L C )x + L v ¡ ¡ w
e= (¡ 2 ¡ 4 :3 2 4 6 )x + 4 :3 2 4 6 v ¡ w

e= ¡ 6 :3 2 4 6 x + 4 :3 2 4 6 v ¡ w :

T h e e ig e n v a lu e o f th e ¯ lte r is a t ¡ 6 :3 2 4 6 w h ich is w e ll to th e le ft o f th e sy ste m e ig e n v a lu e ,
¡ 2 , so th e e stim a te w ill c o n v e rg e fa st c o m p a re d to th e sy ste m .
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7 .4 T h e L Q G C o m p e n s a t o r

R e c a ll th a t th e se p a ra tio n p rin c ip le a llo w e d u s to d e sig n th e c o n tro lle r a n d th e e stim a to r
bse p a ra te ly a n d th e n u se x in ste a d o f x in th e c o n tro l la w . T h e sa m e p rin c ip le sta te s h e re

th a t th e o p tim a l w a y to c o n tro l a sy ste m

_x = A x + B u + ¡ w ;

is to u se a K a lm a n sto ch a stic o b se rv e r to e stim a te th e sta te fro m th e n o isy m e a su re m e n ts

y = C x + v ;

ba n d th e n u se th is e stim a te x w ith th e o p tim a l d e te rm in istic lin e a r c o n tro lle r w e h a v e a lre a d y
d e v e lo p e d . T h e o p tim a l c o n tro lle r c a n b e d e riv e d fro m th e L Q R d e sig n , o r w e c a n u se a n y
k in d o f sta te fe e d b a ck a n d fe e d fo rw a rd w e d e sire . T h e k e y is th a t w e h a v e n o c o n tro l o v e r th e
p o le s o f th e o b se rv e r h e re , n o r c a n w e ch o o se th e Q a n d R m a tric e s th a t e n te r th e K a lm a n
¯ lte r d e sig n . T h e se a re se t b y th e q u a lity o f o u r se n so rs a n d th e le v e l o f th e d istu rb a n c e s.
A fte r c o m p u tin g L fro m th e R ic c a ti e q u a tio n , w e sh o u ld ¯ n d th e o b se rv e r p o le s fro m th e
e ig e n v a lu e s o f (A ¡ L C ) a n d m a k e su re th a t th e y a re m o re n e g a tiv e (th e d o m in a n t p o le ) th a n
th e d o m in a n t p o le s o f th e c o n tro lle r. T h is c a n b e d o n e d ire c tly if w e u se p o le p la c e m e n t o r
in d ire c tly b y ch a n g in g th e w e ig h tin g m a tric e s in th e L Q R d e sig n . In c a se th a t th e c o n tro lle r
p o le s a re n o t sa tisfa c to ry , it is tim e to g e t b e tte r se n so rs!

T h e a b o v e c o m b in a tio n o f th e o p tim a l c o n tro lle r (L Q R ) a n d th e o p tim a l sto ch a stic o b -
se rv e r (K a lm a n ¯ lte r) is c a lle d th e L in e a r Q u a d ra tic G a u ssia n (L Q G ) c o m p e n sa to r. T h is
th e o re tic a l re su lt p ro d u c e s a c o n tro l sy ste m w h ich is c o m p le te ly p a ra lle l to th e d e te rm in istic
o b se rv e r a n d c o n tro lle r d e riv e d p re v io u sly , e x c e p t th a t n o w th e c o n tro lle r a n d o b se rv e r g a in
m a tric e s a re th e o re tic a lly d e riv e d to y ie ld o p tim a l p e rfo rm a n c e in th e p re se n c e o f sto ch a stic
d istu rb a n c e s w a n d m e a su re m e n t n o ise v .

S u m m a riz in g th e to ta l d e sig n p ro b le m , w e h a v e :

² S ta te x ,
_x = A x + B u + ¡ w ; x (t ) = x ;0 0

w ith

TE [w w ] = Q ± (t ¡ ¿ ) ; w h ite n o ise ;
E [w ] = 0 ;

h i
Tc o v a ria n c e X = (x ¡ x )(x ¡ x ) :

b² E stim a te x ,
_b b b bx = A x + B u + L (y ¡ C x ) ; x (t ) = x ;0 0

w ith c o v a ria n c e h i
Tc b bX = (x ¡ x )(x ¡ x ) :
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e² E rro r in e stim a te x ,
e bx = x ¡ x ;

w ith c o v a ria n c e h i h i
T Tb b eeP = (x ¡ x )(x ¡ x ) = E x x :

² M e a su re m e n ts y ,
y = C x + v ;

w ith
h i

TE v v = R ± (t ¡ ¿ ) ; w h ite n o ise ;

E [v ] = 0 :

² C o n tro lle r,
bu = ¡ K x ;

² C o n tro lle r g a in K ,
¡ 1 TK = R B S ;

w h e re
T ¡ 1 TA S + S A ¡ S B R B S + Q = 0 ;

² E stim a to r g a in L ,
T ¡ 1L = P C R ;

w h e re
T T T ¡ 1A P + P A + ¡ Q ¡ ¡ P C R C P = 0 :

It sh o u ld o f c o u rse b e e m p h a siz e d th a t th e m a tric e s Q a n d R th a t e n te r th e c o n tro lle r d e sig n
a re c o m p le te ly d i® e re n t th a n th o se in th e o b se rv e r d e sig n . T h e b lo ck d ia g ra m o f th e L Q G
d e sig n is sh o w n in F ig u re 3 8 .

7 .5 L in e a r Q u a d r a t ic G a u s s ia n C o m p e n s a t o r b lo c k d ia g r a m

W ith th e o p tim a l d e sig n d e v e lo p e d a b o v e th e p e rfo rm a n c e c a n b e e v a lu a te d e ith e r p ro b -
a b ilistic a lly o r d e te rm in istic a lly u sin g c o m p u te r sim u la tio n . H e re w e w ill d e v e lo p th e ro o t
m ea n squ a re (R M S ) re sp o n se w h ich c a n b e e a sily c o m p u te d fo r lin e a r sy ste m s a n d c a n se rv e
a s a c o m p a riso n in d e x fo r d i® e re n t d e sig n s. If w e w ish to e sta b lish th e re sp o n se o f th e sta te
a b o u t z e ro (th e sta te s a re d e ¯ n e d a s d e v ia tio n s fro m n o m in a l), w e c a n b e g in w ith th e ¯ lte r
re sp o n se . U sin g th e p re v io u s e q u a tio n s,

_b b bx = (A ¡ B K )x + L [C (x ¡ x ) + v ] ;
_b b e bx = (A ¡ B K )x ¡ L C x + L v ; x (t ) = x = 0 :0 0
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T h e d y n a m ic s in th e e rro r a re g o v e rn e d b y ,

_ _e bx = x ¡ _x
b b= A x + B u + L (C x + v ¡ C x ) ¡ A x ¡ B u ¡ ¡ w

e= (A ¡ L C )x + L v ¡ ¡ w ;

w ith
ex (t ) = x ¡ x (t ) = ¡ x (t ) :0 0 0 0

_ _b e e bF ro m th e x a n d x e q u a tio n s w e c a n se e th a t x is sta tistic a lly in d e p e n d e n t o f x , so
h i

Te bE x (t )x (t ) = 0 ;0 0

a n d h i
Te bE x (t)x (t) = 0 :

W e c a n , th e re fo re , e sta b lish th e c o v a ria n c e o f th e sta te to b e g iv e n b y
h i

TX = E x (t)x (t)
h i

Tb e b e= E (x ¡ x )(x ¡ x )
h i h i h i h i

T T T Tbb be eb ee= E x x ¡ E x x ¡ E x x ¡ E x x
h i h i

T Tbb ee= E x x ¡ E x x :

T h is g iv e s
cX (t) = X (t) + P (t) ;

o r, a t ste a d y sta te ,
cX = X + P ;

w h ich sa y s th a t

(c o v a ria n c e o f sta te ) = (c o v a ria n c e o f e stim a te o f sta te )
+ (c o v a ria n c e o f e rro r in e stim a te o f sta te ) :

cW e a lre a d y k n o w h o w to o b ta in P a n d th u s w e n e e d X to o b ta in X , a n d th e R M S re sp o n se o f
th e sta te x w h ich is g iv e n b y th e sq u a re ro o t o f th e d ia g o n a l te rm s in X . If w e u se th e a b o v e

ce q u a tio n in th e d e ¯ n itio n o f th e c o v a ria n c e X w e c a n ¯ n a lly o b ta in th e fo llo w in g d i® e re n tia l
ce q u a tio n fo r X ,

_ T T ¡ 1c c c cX = (A ¡ B K )X + X (A ¡ B K ) + P C R C P = 0 ; X (t ) = 0 ;0

w h ich in th e ste a d y sta te y ie ld s th e lin e a r m a trix e q u a tio n ,

T T ¡ 1c c(A ¡ B K )X + X (A ¡ B K ) + P C R C P = 0 ;

c cw h ich c a n b e so lv e d fo r X a n d th e n u se d in X = X + P to o b ta in X .
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T h e ro o t m e a n sq u a re (R M S ) u se o f th e c o n tro ls u c a n b e d e riv e d d ire c tly fro m th e
d e ¯ n itio n o f its c o v a ria n c e ,

h i h i h i
T T T T Tcb b bbU ´ E u u = E (¡ K x )(¡ K x ) = K E x x K = K X K :

T h e sq u a re ro o t o f th e a sso c ia te d d ia g o n a l e le m e n ts o f X a n d U g iv e th e R M S v a lu e o f th e
sta te s a n d c o n tro ls, re sp e c tiv e ly , w h e n th e sy ste m is su b je c te d to th e d istu rb a n c e s w d e -
sc rib e d b y Q a n d th e m e a su re m e n t n o ise d e sc rib e d b y R . T h e a b o v e e q u a tio n s a re e stim a te s
o f th e R M S v a lu e o f th e re sp o n se o f a sy ste m a n d c a n b e u se d fo r c o m p a rin g d i® e re n t c o n -
tro l a n d e stim a to r d e sig n s. It sh o u ld b e b o rn e in m in d th a t th e y a re n o t v a lid fo r n o n lin e a r
sy ste m s; th e y c a n n o t b e u se d w h e n th e c o n tro l e ® o rt sa tu ra te s, fo r e x a m p le . In th e se c a se s
th e a sso c ia te d R M S v a lu e s o f th e v a ria b le s o f in te re st sh o u ld b e c o m p u te d n u m e ric a lly b y
sim u la tio n .

8 N O N L I N E A R S Y S T E M S

W e in tro d u c e h e re a fe w c o n c e p ts a n d a n a ly sis te ch n iq u e s fo r n o n lin e a r sy ste m s. T h e a n a l-
y sis a n d c o n tro l o f lin e a r sy ste m s is a n e c e ssa ry ste p in u n d e rsta n d in g n o n lin e a r d y n a m ic s.
A lth o u g h , a s w e h a v e se e n , a lm o st e v e ry n o n lin e a r sy ste m c a n b e lo c a lly a p p ro x im a te d b y
a lin e a riz e d sy ste m , th is c o re lla tio n sh o u ld n o t b e p u sh e d to o fa r. F o r n o n lin e a r sy ste m s
th e p rin c ip le o f su p e rp o sitio n o f so lu tio n s d o e s n o t h o ld . T h e re a re n o se p a ra te n a tu ra l a n d
fo rc e d m o tio n s. T w ic e th e in p u t d o e s n o t m e a n tw ic e th e o u tp u t. F o r n o n lin e a r sy ste m s
th e re m a y b e a sig n ī c a n t d e p e n d e n c e o f th e re sp o n se o n th e m a g n itu d e a n d ty p e o f th e
e x c ita tio n . F o r e x a m p le , a n o n lin e a r sy ste m m a y h a v e c o m p le te ly d i® e re n t b e h a v io r u n d e r
ste p in p u ts o f d i® e re n t m a g n itu d e , o r sin u so id a l in p u ts o f d i® e re n t fre q u e n c ie s. T h e re sp o n se
m a y a lso d e p e n d d ra stic a lly o n th e in itia l c o n d itio n s. In fa c t fo r so m e sy ste m s it m a y h a p p e n
th a t th e lo n g te rm b e h a v io r o f th e so lu tio n s m a y b e e ® e c tiv e ly ra n d o m , e v e n th o u g h b o th
th e sy ste m a n d th e in p u t a re p u re ly d e te rm in istic , a s a re su lt o f e x tre m e se n sitiv ity to in itia l
c o n d itio n s. S in c e o n e c a n n e v e r b e e x a c tly c e rta in a b o u t th e in itia l sta te , th e ¯ n a l sta te o f
su c h a sy ste m m a y v e ry w e ll b e u n p re d ic ta b le . S u ch e sse n tia lly u n p re d ic ta b le d e te rm in istic
sy ste m s a re k n o w n a s ch a o tic sy ste m s.

8 .1 I n t r o d u c t io n

A s a ¯ rst e x a m p le o f w h a t m a y h a p p e n w h e n n o n lin e a ritie s a re p re se n t in a p h y sic a l sy ste m ,
c o n sid e r th e so c a lle d D u ± n g 's e q u a tio n . T h is is n o th in g b u t a sp rin g { m a ss{ d a m p e r sy ste m
w ith n o n lin e a r sp rin g fo rc e ch a ra c te ristic s,

3m Äx + b _x + k x + ® x = 0 :

3T h e sp rin g fo rc e is k x + ® x in ste a d o f k x th a t w o u ld b e if th e sp rin g w e re lin e a r. W e c a ll
th e c a se o f ® > 0 a h a rd e n in g sp rin g , a n d ® < 0 a so fte n in g sp rin g . A ty p ic a l e x a m p le w o u ld
b e th e fa m ilia r G Z (Á ) c u rv e : it h a s th e ch a ra c te ristic s o f a h a rd e n in g sp rin g fo r sm a ll Á fo r

9 6



a su rfa c e sh ip , a n d a so fte n in g sp rin g fo r a su b m a rin e . T h e p lo t o f sp rin g fo rc e v s. sp rin g
d isp la c e m e n t w o u ld ty p ic a lly a p p e a r a s sh o w n in F ig u re 3 9 .

W e k n o w th a t th e n a tu ra l fre q u e n c y o f o sc ila tio n o f th e lin e a r sp rin g sy ste m is ! =nq
k = m , in o th e r w o rd s it d e p e n d s o n ly o n k a n d n o t o n th e a m p litu d e o f o sc illa tio n . F o r a

2h a rd e n in g sp rin g , it c a n b e se e n th a t th e e q u iv a le n t lin e a riz e d sp rin g c o n sta n t is k + 3 ® x ,
w h ich m e a n s th a t it in c re a se s w ith th e d isp la c e m e n t x . T h e re fo re , w e e x p e c t th e n a tu ra l
fre q u e n c y o f th e h a rd e n in g sp rin g sy ste m to in c re a se w ith th e a m p litu d e o f o sc illa tio n , a s
w e ll. T h e o p p o site is tru e fo r th e so fte n in g sp rin g c a se , ® < 0 , se e F ig u re 4 0 .

N o w c o n sid e r D u ± n g 's e q u a tio n w ith fo rc in g ,

3m Äx + b _x + k x + ® x = P c o s ! t :

W e k n o w th a t th e fre q u e n c y re sp o n se c u rv e h a s th e fa m ilia r sh a p e o f F ig u re 4 1 . It sta rts
fro m 1 , it m a y re a c h a m a x im u m a t a b o u t ! d e p e n d in g o n th e a m o u n t o f d a m p in g , a n dn

th e n it a p p ro a ch e s z e ro . W e c a n o b se rv e th a t th e fre q u e n c y re sp o n se c u rv e \ w ra p s a ro u n d "
th e a m p litu d e v s. fre q u e n c y c u rv e w e h a d b e fo re . T h e re fo re , w e c a n g u e ss th a t th e fre q u e n c y
re sp o n se c u rv e s fo r th e h a rd e n in g a n d so fte n in g n o n lin e a r sp rin g s w ill ta k e o n e o f th e tw o
fo rm s sh o w n in F ig u re 4 2 .

W e c a n se e th a t d e p e n d in g o n th e fre q u e n c y o f e x c ita tio n a n d u p o n in c re a sin g o r d e -
c re a sin g th is fre q u e n c y , th e sy ste m m a y e x p e rie n c e o sc illa tio n s w ith d i® e re n t a m p litu d e , o r
su d d e n ch a n g e s in th e a m p litu d e o f th e re sp o n se . T h e se p h e n o m e n a a re ch a ra c te ristic o f
n o n lin e a r re sto rin g fo rc e s a n d m o m e n ts, a n d a re c a lle d ju m p p h e n o m e n a o r h y ste re sis.

A d i® e re n t ty p e o f p h e n o m e n a o f n o n lin e a r sy ste m s m a y o c c u r w h e n th e sy ste m is e x c ite d
w ith in p u t o f fre q u e n c y ! . A lin e a r sy ste m w o u ld re sp o n d o n ly w ith th e sa m e fre q u e n c y , b u t
a n o n lin e a r sy ste m m a y e x p e rie n c e re sp o n se s, b e sid e s ! , a t fre q u e n c ie s ! = n w h e re n is a n
in te g e r. T h e se a re c a lle d su b h a rm o n ic o sc illa tio n s. S u p e rh a rm o n ic o sc illa tio n s a t fre q u e n c ie s
n ¢ ! a re a lso p o ssib le a lth o u g h th e y a re n o t a s se v e re a s th e su b h a rm o n ic s. T h is is b e c a u se
h ig h e r fre q u e n c ie s a re u su a lly a sso c ia te d w ith m o re d a m p in g . T h e g e n e ra tio n o f th e a b o v e
o sc illa tio n s d e p e n d s u p o n th e in itia l c o n d itio n s, a s w e ll a s th e a m p litu d e a n d fre q u e n c y o f
th e e x c ita tio n .

O n e q u e stio n th a t o n e m a y a sk is, h o w m a n y ty p e s a re b e h a v io r a re p o ssib le fo r n o n lin e a r
sy ste m s? T h e a n sw e r to th is d e p e n d s m a in ly o n th e sy ste m d im e n sio n a lity . S u p p o se w e h a v e
a ¯ rst o rd e r, sc a la r, sy ste m . T h is in v o lv e s o n e v a ria b le o n ly , a n d th is c a n b e re p re se n te d o n
a stra ig h t lin e . S in c e it is re stric te d to m o v e o n th is lin e , th e sy ste m c a n o n ly e x p e rie n c e
o n e o r m o re e q u ilib riu m p o in ts, a n d th e se c a n b e e ith e r sta b le o r u n sta b le . N o w c o n sid e r a
se c o n d o rd e r sy ste m , th is in v o lv e s tw o v a ria b le s x , x , a n d if w e w a n t to p lo t th e se to g e th e r1 2

w e n e e d to u se a tw o { d im e n sio n a l g ra p h , a p la n e . T h e so lu tio n s in tim e o n th is p la n e c a n
d o w h a te v e r th e y d e sire e x c e p t c ro ss e a ch o th e r: th is w o u ld v io la te u n iq u e n e ss o f so lu tio n s
fo r a ll su b se q u e n t tim e s, sin c e d i® e re n t re sp o n se w o u ld b e o b ta in e d fro m id e n tic a l sta rtin g
c o n d itio n s. S o lu tio n s o f d y n a m ic sy ste m s, lin e a r o r n o n lin e a r, e x ist a n d a re u n iq u e . W e c a n
se e th a t tw o ty p e s o f b e h a v io r a re p o ssib le h e re : th e so lu tio n s c a n e ith e r a p p ro a ch a p o in t
a sy m p to tic a lly (e q u ilib riu m p o in t), o r a c lo se d c u rv e o n w h ic h th e y m a y b e c o n stra in e d to
m o v e fo r e v e r. T h is re p re se n ts a p e rio d ic so lu tio n . S u ch a n iso la te d p e rio d ic so lu tio n is
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c a lle d a lim it cy cle a n d o c c u rs w ith o u t a n y p e rio d ic e x c ita tio n ! T h e stu d y o f lim it c y c le s
is a v e ry to u g h b u t n ic e p ro b le m in n o n lin e a r sy ste m s. N o w le t's im a g in e a sy ste m w ith
th re e o r m o re sta te v a ria b le s. W e n e e d a t le a st a th re e { d im e n sio n a l g ra p h to p lo t a ll o f o u r
so lu tio n s to g e th e r h e re . It is c le a r th a t su ch a sy ste m m a y e x h ib it b o th e q u ilib riu m p o in ts
a n d iso la te d p e rio d ic so lu tio n s o r lim it c y c le s. In th re e o r m o re d im e n sio n s, th e re stric tio n
th a t tra je c to rie s m a y n o t c ro ss d o e s n o t c o n stra in th e so lu tio n s to b e sim p le . T h e re is e n o u g h
ro o m in th re e d im e n sio n a l sp a c e s a n d b e y o n d so th a t th e so lu tio n s th e y c a n w ra p a ro u n d
e a ch o th e r, tw ist, tu rn , a n d ta n g le th e m se lv e s in to fa n ta stic k n o ts a s th e y d e v e lo p in tim e ,
fo rm in g c o m p lic a te d p a tte rn s. T h e re fo re , so m e c o m p le x d y n a m ic b e h a v io r is p o ssib le fo r
th ird o r h ig h e r o rd e r sy ste m s. F o rc e d a n d / o r d isc re te sy ste m s a re u su a lly m o re c o m p lic a te d .
T o su m m a riz e w e c a n h a v e th e fo llo w in g p o ssib le ty p e s o f b e h a v io r fo r n o n lin e a r sy ste m s:

² F irst o rd e r u n fo rc e d sy ste m s: E q u ilib riu m p o in ts o n ly .

² S e c o n d o rd e r u n fo rc e d sy ste m s: E q u ilib riu m p o in ts a n d lim it c y c le s.

² T h ird o rd e r o r h ig h e r u n fo rc e d sy ste m s: E q u ilib riu m p o in ts, lim it c y c le s, p o ssib le
c o m p lic a te d b e h a v io r.

² S e c o n d o rd e r o r h ig h e r fo rc e d sy ste m s: E q u ilib riu m p o in ts, p e rio d ic so lu tio n s, p o ssib le
c o m p lic a te d b e h a v io r.

² D isc re te sy ste m s o f a n y o rd e r: E q u ilib riu m p o in ts, p e rio d ic so lu tio n s, p o ssib le c o m p li-
c a te d b e h a v io r.

L e t's c o n sid e r a s a n e x a m p le , a V a n d e r P o l e q u a tio n ; a sp rin g { m a ss{ d a m p e r sy ste m w ith
n o n lin e a r d a m p in g a n d n o fo rc in g ,

2m Äx ¡ b (1 ¡ x ) _x + k x = 0 :

T h e e q u ilib riu m p o in t o f th is e q u a tio n is x = 0 , th e o rig in . B y lin e a riz a tio n w e c a n e a sily
se e th a t th e o rig in is u n sta b le . T h e lin e a riz e d sy ste m is m Äx ¡ b _x + k x = 0 , a n d w e se e th a t
x = 0 is u n sta b le b e c a u se o f th e n e g a tiv e d a m p in g te rm ¡ b. S o w h e re a re th e so lu tio n s
g o in g ? W e h a v e se e n th a t fo r sm a ll x th e so lu tio n s m o v e a w a y fro m x = 0 . F o r la rg e x w e

2c a n se e th a t th e te rm ¡ b (1 ¡ x ) w ill b e c o m e p o sitiv e , so th e d a m p in g w ill b e p o sitiv e a n d
th e so lu tio n s w ill h a v e to m o v e to w a rd s x = 0 . T h e re fo re , so lu tio n s w h ich o rig in a te fro m
la rg e x w ill m o v e to w a rd s th e o rig in . S in c e th e y c a n n o t c ro ss e a ch o th e r a n d th e re a re n o
o th e r e q u ilib riu m p o in ts to a ttra c t th e m , th e y h a v e to a p p ro a c h a lim it c y c le w h ic h sh o u ld
b e lo c a te d so m e w h e re a ro u n d th e o rig in . T h is a rg u m e n t, w h ic h is k n o w n a s th e P o in c a r¶e {
B e n d ix o n th e o re m , h o ld s fo r se c o n d o rd e r sy ste m s o n ly a n d it w ill re v e a l th e e x iste n c e o f a
lim it c y c le b u t it c a n n o t p ro v id e a n y in fo rm a tio n a b o u t its siz e o r fre q u e n c y . T h e sk e tch o f
F ig u re 4 3 illu stra te s P o in c a r¶e 's a rg u m e n t.

A n o th e r p h e n o m e n o n ty p ic a l in n o n lin e a r sy ste m s is th e fre q u e n c y e n tra in m e n t. S u p p o se
w e h a v e a sy ste m w h ich is c a p a b le o f e x h ib itin g a lim it c y c le o f fre q u e n c y ! . If a p e rio d ic0

fo rc e o f fre q u e n c y ! is a p p lie d to th is sy ste m w e h a v e th e p h e n o m e n o n o f b e a ts. A s th e
d i® e re n c e b e tw e e n th e tw o fre q u e n c ie s d e c re a se s, th e b e a t fre q u e n c y a lso d e c re a se s a n d , fo r
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a lin e a r sy ste m , it is z e ro o n ly if ! = ! . In a se lf e x c ite d n o n lin e a r sy ste m , h o w e v e r,0

it is fo u n d th a t th e fre q u e n c y ! o f th e lim it c y c le fa lls in sy n c h ro n iz a tio n w ith , in o th e r0

w o rd s it is e n tra in e d b y , th e fo rc in g fre q u e n c y ! w ith in a c e rta in b a n d o f fre q u e n c ie s. T h is
p h e n o m e n o n is illu stra te d in F ig u re 4 4 .

8 .2 A S im p le Z e r o E ig e n v a lu e

S u p p o se w e h a v e th e n o n lin e a r sy ste m o f sta te e q u a tio n s,

_x = f (x ) :

W e k n o w th a t th e e q u ilib riu m p o in ts, x , o f th e sy ste m a re d e ¯ n e d b y

f (x ) = 0 :

T h is is a n o n lin e a r sy ste m o f a lg e b ra ic e q u a tio n s a n d it m a y h a v e m u ltip le so lu tio n s in x ,
w h ich m e a n s th a t th e n o n lin e a r sy ste m m a y h a v e m o re th a t o n e p o sitio n s o f sta tic e q u ilib -
riu m . If w e p ick o n e e q u ilib riu m , x , w e c a n e sta b lish its sta b ility p ro p e rtie s b y lin e a riz a tio n .
T h e lin e a riz e d sy ste m b e c o m e s

_x = A x ;

w h e re A is th e J a c o b ia n m a trix o f f (x ) e v a lu a te d a t x ,
¯̄

@ f ¯A = ¯ ;¯@ x x

a n d th e sta te x h a s b e e n re d e ¯ n e d to d e sig n a te sm a ll d e v ia tio n s fro m th e e q u ilib riu m x ,

x ! x ¡ x :

A s lo n g a s a ll e ig e n v a lu e s o f A h a v e n e g a tiv e re a l p a rts, w e k n o w th a t th e lin e a r sy ste m w ill
b e sta b le . T h is m e a n s th a t th e e q u ilib riu m x w ill b e sta b le fo r th e n o n lin e a r sy ste m a s w e ll.
N o su rp rise s so fa r, in fa c t w h a t w e h a v e ju st sa id is n o th in g b u t L y a p u n o v 's lin e a riz a tio n
te ch n iq u e .

T h e q u e stio n w e a sk o u rse lv e s n e x t is, w h a t h a p p e n s if o n e re a l e ig e n v a lu e o f th e lin e a riz e d
m a trix A is z e ro ? T h e in te re stin g c a se h e re is w h e n th e re st o f th e e ig e n v a lu e s h a v e a ll
n e g a tiv e re a l p a rts, o th e rw ise x is u n sta b le a n d th e p ro b le m is so lv e d . If th e c a se o f a z e ro
e ig e n v a lu e a p p e a rs to b e to o sp e c ia liz e d to b e o f a n y p ra c tic a l u se c o n sid e r th is: A ssu m e th a t
f (x ) d e p e n d s o n o n e p h y sic a l p a ra m e te r (a n d th e re w ill b e p le n ty o f p h y sic a l p a ra m e te rs in
a n y p ro b le m ) a n d th a t p h y sic a l p a ra m e te r is a llo w e d to v a ry o v e r so m e ra n g e ; a re n 't th e y
a ll? T h e n it is c le a r th a t A w ill d e p e n d o n th a t p a ra m e te r a n d a s th e p a ra m e te r v a rie s, it is
p o ssib le th a t o n e re a l e ig e n v a lu e o f A w ill b e c o m e z e ro fo r a sp e c ī c v a lu e o f th e p a ra m e te r.
O u r p ro b le m is th e n to e sta b lish th e d y n a m ic s o f th e n o n lin e a r sy ste m a s o n e rea l e ig e n v a lu e
o f A c ro sse s z e ro ; i.e ., g o e s fro m n e g a tiv e to p o sitiv e . A s th e so lu tio n s e v o lv e it tim e , th in g s
a re in te re stin g o n ly a lo n g th e d ire c tio n o f th e e ig e n v e c to r th a t c o rre sp o n d s to th e c ritic a l
e ig e n v a lu e (th e o n e th a t c ro sse s z e ro ). A lo n g th e re st o f th e d ire c tio n s in th e sta te sp a c e ,
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e v e ry th in g sh o u ld c o n v e rg e b a ck to th e e q u ilib riu m ; re m e m b e r th a t w e a ssu m e d th a t a ll
re m a in in g e ig e n v a lu e s o f A h a v e n e g a tiv e re a l p a rts. T h e a b o v e sta te m e n t sh o u ld b e c le a r
fo r th o se o f u s w h o h a v e n 't fo rg o tte n o u r M E 2 8 0 1 o r O .D .E . m a te ria l. A lth o u g h , stric tly
sp e a k in g , it is a tru e sta te m e n t fo r lin e a r sy ste m s, th e re a re te ch n ic a l re a so n s th a t fo rc e it to
b e tru e fo r n o n lin e a r sy ste m s a s w e ll, th e o n ly d i® e re n c e is th a t th e c o rre sp o n d in g d ire c tio n s
in th e sta te sp a c e a re c u rv e d in ste a d o f stra ig h t.

W e c a n se e th e n th a t it is p o ssib le to a p p ro x im a te o u r o rig in a l sy ste m b y a o n e { d im e n sio n a l
sy ste m , w h ic h is m u c h e a sie r to a n a ly z e . T h e d y n a m ic s o f th e tw o sy ste m s w ill b e q u a lita -
tiv e ly sim ila r. T h e fo rm a liz a tio n o f th e a b o v e re d u c tio n p ro c e d u re c o n situ te s w h a t is k n o w n
a s c e n te r m a n ifo ld re d u c tio n , o r n o rm a l fo rm c o m p u ta tio n in n o n lin e a r a n a ly sis. S o le t's se e
w h a t h a p p e n s fo r th e c a se o f a z e ro e ig e n v a lu e b y u sin g a (ty p ic a l) ¯ rst o rd e r sy ste m ,

3_x = ¸ x ¡ x ;

w h e re x is sc a la r a n d ¸ is o u r d istin g u ish e d p a ra m e te r w h ic h is a llo w e d to v a ry b e tw e e n ¡ 1
a n d + 1 . T h e e q u ilib riu m p o in ts o f th e sy ste m c a n b e fo u n d fro m

3 2¸ x ¡ x = 0 = ) x (¸ ¡ x ) = 0 ;

a n d w e c a n se e th a t, d e p e n d in g o n th e sig n o f ¸ th e e q u ilib ria a re

x = 0 ;

if ¸ < 0 , a n d p
x = 0 a n d x = § ¸ ;

if ¸ > 0 . T h e re is o n ly o n e e q u ilib riu m fo r n e g a tiv e ¸ , th is is x = 0 , th e triv ia l e q u ilib riu m .
H o w e v e r, a s ¸ c ro sse s z e ro m o v in g to w a rd s p o sitiv e v a lu e s a n e w p a ir o f e q u ilib ria a p p e a rs
o u t o f th in a ir. T h e se tw o n e w e q u ilib ria a re sy m m e tric (e q u a l p lu s a n d m in u s v a lu e s), th e y
a re c lo se to th e triv ia l e q u ilib riu m in itia lly , b u t a s ¸ m o v e s a w a y fro m its c ritic a l v a lu e , ¸ = 0 ,
th e y m o v e fu rth e r a w a y fro m z e ro . T o a n a ly z e th e sta b ility p ro p e rtie s o f th e se e q u ilib ria ,
le t's p ick x = 0 ¯ rst. T h e J a c o b ia n is,

¯̄
@ f ¯ 2¯ = ¸ ¡ 3 x :¯@ x x

A t x = 0 w e g e t th e lin e a riz e d sy ste m

_x = ¸ x ;
p

a n d w e se e th a t x = 0 is sta b le if ¸ < 0 a n d u n sta b le if ¸ > 0 . F o r x = + ¸ w e g e t th e
lin e a riz e d sy ste m · ¸³ ´p 2

_x = ¸ ¡ 3 ¸ x = ¡ 2 ¸ x :
p

W e c a n se e th e n th a t fo r ¸ > 0 , th e e q u ilib riu m x = + ¸ is sta b le . R e m e m b e r th a t fo rp
¸ < 0 th is e q u ilib riu m d o e s n o t e x ist. T h e sa m e is tru e fo r th e o th e r e q u ilib riu m x = ¡ ¸ .
T h e re fo re , w e c a n su m m a riz e o u r ¯ n d in g s a s fo llo w s:
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² F o r ¸ < 0 o n ly th e triv ia l e q u ilib riu m e x ists a n d is sta b le .

² F o r ¸ > 0 th e triv ia l e q u ilib riu m b e c o m e s u n sta b le a n d a p a ir o f sy m m e tric sta b le
e q u ilib ria a re g e n e ra te d .

T h is p h e n o m e n o n , th e lo ss o f sta b ility o f a n e q u ilib riu m a n d th e g e n e ra tio n o f a d d itio n a l
e q u ilib riu m sta te s, is c a lle d a p itc h fo rk b ifu rc a tio n a n d is v e ry c o m m o n in n a tu re ; E u le r
b u c k lin g o f a b e a m is a v e ry ty p ic a l e x a m p le . In p a rtic u la r, w e re fe r to th e a b o v e c a se a s th e
su p e rc ritic a l p itch fo rk , th is is a ra th e r b e n ig n lo ss o f sta b ility sin c e u p o n lo ss o f sta b ility o f
th e triv ia l e q u ilib riu m th e a d d itio n a l n e a rb y e q u ilib riu m sta te s a re sta b le . G ra p h ic a lly , w e
c a n re p re se n t th is c a se a s sh o w n in F ig u re 4 5 w h e re so lid c u rv e s re p re se n t sta b le a n d d o tte d
c u rv e s u n sta b le e q u ilib ria . W e h a v e a lso in d ic a te d th e d ire c tio n o f so lu tio n s in tim e o f o u r
sy ste m fo r d i® e re n t v a lu e s o f ¸ . O c c a sio n a lly , th e a b o v e c a se is re fe rre d to a s a so ft lo ss o f
sta b ility sin c e fo r sm a ll v a lu e s o f ¸ b e y o n d its c ritic a l v a lu e , th e ¯ n a l ste a d y sta te o f th e
sy ste m d o e s n o t d i® e r m u ch fro m th e n o m in a l (triv ia l) ste a d y sta te .

A s a se c o n d e x a m p le , c o n sid e r a \ sim ila r" sy ste m a s b e fo re , th e lin e a r p a rt re m a in s th e
3sa m e , a n d th e n o n lin e a r p a rt x su ® e rs a sig n ch a n g e ,

3_x = ¸ x + x :

W e c a n a n a ly z e th is in e x a c tly th e sa m e w a y a s b e fo re , a n d w e c a n d ra w th e fo llo w in g
c o n c lu sio n s (v e rify th e se ),

² F o r ¸ > 0 o n ly th e triv ia l e q u ilib riu m e x ists a n d is u n sta b le .

² F o r ¸ < 0 th e triv ia l e q u ilib riu m b e c o m e s sta b le a n d a p a ir o f sy m m e tric u n sta b le
e q u ilib ria a re g e n e ra te d .

T h is c a se , w h ich is a lso sh o w n in F ig u re 4 5 , is c a lle d a su b c ritic a l p itc h fo rk . A c o m p a riso n
w ith th e p re v io u s c a se re v e a ls th a t th is is a m u c h m o re se rio u s lo ss o f sta b ility c a se . U p o n
lo ss o f sta b ility o f th e triv ia l e q u ilib riu m p o sitio n , th e re is n o o th e r sta b le e q u ilib riu m in
its v ic in ity to a ttra c t th e so lu tio n s, w h ich m a y th e re fo re a ssu m e a d i® e re n t sta te o f m o tio n
w ith w h a t c o u ld b e o b se rv e d a s a d isc o n tin u o u s ju m p . F u rth e rm o re , e v e n b e fo re th e triv ia l
e q u ilib riu m lo se s its sta b ility th e d o m a in o f a ttra c tio n b e c o m e s v e ry sm a ll a n d a ra n d o m
p e rtu rb a tio n c a n a lw a y s th ro w th e sy ste m to a d i® e re n t sta te o f m o tio n . T h is n e w ste a d y
sta te m a y b e a lim it c y c le o r, d e p e n d in g o n th e d im e n sio n a lity o f th e sy ste m , a m o re c o m -
p lic a te d re sp o n se p a tte rn . T h is lo ss o f sta b ility , so m e tim e s c a lle d a h a rd lo ss o f sta b ility ,
d e m o n stra te s th e sig n ī c a n c e o f n o n lin e a r te rm s in th e e q u a tio n s o f m o tio n .

8 .3 A P u r e ly I m a g in a r y P a ir o f E ig e n v a lu e s

A ssu m e n o w th a t o u r n o n lin e a r sy ste m h a s o n e p a ir o f p u re ly im a g in a ry e ig e n v a lu e s fo r so m e
v a lu e o f th e p a ra m e te r ¸ . In o th e r w o rd s, th is m e a n s th a t a s ¸ is v a rie d o v e r so m e ra n g e , o n e
p a ir o f c o m p le x c o n ju g a te e ig e n v a lu e s o f th e lin e a riz e d sy ste m m a trix A c ro sse s th e im a g in a ry
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a x is. It is a ssu m e d th a t th e re st o f th e e ig e n v a lu e s o f A re m a in n e g a tiv e o r h a v e n e g a tiv e
re a l p a rts. W e w ish to in v e stig a te w h a t h a p p e n s to th e n o n lin e a r sy ste m d u rin g th is p ro c e ss.
M o re sp e c ī c a lly , in th e p re v io u s se c tio n w e sa w th a t th e c a se o f o n e re a l e ig e n v a lu e c ro ssin g
z e ro is a sso c ia te d w ith th e g e n e ra tio n o r e x c h a n g e o f sta b ility o f a d d itio n a l e q u ilib riu m p o in ts
fo r th e n o n lin e a r sy ste m . T h e p u rp o se o f th is se c tio n is to sh o w th a t th e c o rre sp o n d in g c a se
o f th e re a l p a rt o f o n e c o m p le x c o n ju g a te p a ir o f e ig e n v a lu e s c ro ssin g z e ro is a sso c ia te d w ith
th e g e n e ra tio n o f p e rio d ic so lu tio n s o r lim it c y c le s fo r th e n o n lin e a r sy ste m .

F o llo w in g sim ila r a rg u m e n ts a s b e fo re , w e c a n c o n v in c e o u rse lv e s th a t in th e c a se o f a
p u re ly im a g in a ry p a ir o f e ig e n v a lu e s, th e o n ly in te re stin g d y n a m ic s o f _x = f (x ) w ill b e
c o n c e n tra te d o n a tw o d im e n sio n a l sp a c e sp a n n e d b y th e e ig e n v e c to rs w h ich c o rre sp o n d to
th e c ritic a l p a ir o f e ig e n v a lu e s o f A . W e sta rt, th e re fo re , w ith a tw o d im e n sio n a l sy ste m in
th e ra th e r sp e c ia l fo rm ,

2 2_x = ¸ x ¡ ! x + a x (x + x ) ;1 1 2 1 1 2
2 2_x = ! x + ¸ x + a x (x + x ) :2 1 2 2 1 2

T h e sy ste m a d m its th e triv ia l e q u ilib riu m x = x = 0 . T h e lin e a riz e d e q u a tio n s a ro u n d th e1 2

triv ia l e q u lib riu m a re " # " #" #
_x ¸ ¡ ! x1 1= ;_x ! ¸ x2 2

w ith e ig e n v a lu e s ¸ § i! . T h e re fo re , fo r ¸ = 0 th e e ig e n v a lu e s a re p u re ly im a g in a ry (w e a ssu m e
th a t ! 6= 0 ). A s ¸ c ro sse s z e ro , th e triv ia l e q u ilib riu m b e c o m e s u n sta b le . T o c o m p u te o th e r
p o te n tia l e q u ilib riu m p o in ts fo r o u r n o n lin e a r sy ste m w e u se

2 2¸ x ¡ ! x + a x (x + x ) = 0 ;1 2 1 1 2
2 2! x + ¸ x + a x (x + x ) = 0 :1 2 2 1 2

If w e m u ltip ly th e ¯ rst e q u a tio n b y x , th e se c o n d b y x , a n d w e a d d th e m u p , w e g e t2 1

2 2! (x + x ) = 0 :1 2

T h e re fo re , sin c e ! 6= 0 , th e o n ly e q u ilib riu m so lu tio n is th e triv ia l e q u ilib riu m x = x = 0 .1 2

T o p ro c e e d w ith th e a n a ly sis w e in tro d u c e p o la r c o o rd in a te s, (r ; µ ), b y u sin g th e tra n sfo r-
m a tio n ,

x = r c o s µ ;1

x = r sin µ :2

T h e e q u a tio n s o f m o tio n a re th e n w ritte n a s
3__x = _r c o s µ ¡ r µ sin µ = ¸ r c o s µ ¡ ! r sin µ + a r c o s µ ;1
3__x = _r sin µ + r µ c o s µ = ! r c o s µ + ¸ r sin µ + a r sin µ ;2

w h ich re d u c e to
3_r = ¸ r + a r ;

_µ = ! r :
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It is c le a r th a t a n e q u ilib riu m p o in t, r , o f th e _r e q u a tio n w ill c o rre sp o n d to a lim it c y c le
b a c k in th e o rig in a l c o o rd in a te s x a n d x . W e c a n se e th a t th e _r e q u a tio n h a s e q u ilib ria1 2

g iv e n b y
3¸ r + a r = 0 :

L e t u s a ssu m e th a t a < 0 . T h e n fo r ¸ < 0 , th e triv ia l e q u ilib riu m is sta b le . F o r ¸ > 0
th e re is a sta b le lim it c y c le o f ra d iu s p ro p o rtio n a l to th e sq u a re ro o t o f ¸ su rro u n d in g th e
u n sta b le triv ia l e q u ilib riu m . If a > 0 , th e n th e lim it c y c le o c c u rs fo r ¸ < 0 ; it is u n sta b le
a n d su rro u n d s a sta b le e q u ilib riu m p o in t. T h e tw o c a se s a re sh o w n sc h e m a tic a lly in F ig u re
4 6 . T h is re se m b le s o u r p itch fo rk b ifu rc a tio n o f th e p re v io u s se c tio n . T h e re fo re , w e c a n
su m m a riz e o u r c o n c lu sio n s a b o u t th e x , x sy ste m a s fo llo w s:1 2

² If a < 0 , th e n :

{ If ¸ < 0 th e triv ia l e q u ilib riu m is sta b le .

{ If ¸ > 0 th e triv ia l e q u ilib riu m is u n sta b le , a n d a fa m ily o f sta b le lim it c y c le sq
w ith a m p litu d e § ¡ ¸ = a e x ists.

² If a > 0 , th e n :

{ If ¸ > 0 th e triv ia l e q u ilib riu m is u n sta b le .

{ If ¸ < 0 th e triv ia l e q u ilib riu m is sta b le , a n d a fa m ily o f u n sta b le lim it c y c le sq
w ith a m p litu d e § ¡ ¸ = a e x ists.

W e c a n se e th a t th e situ a tio n is sim ila r to o u r p itch fo rk c a se ; h e re w e h a v e th e g e n e ra tio n
o f p e rio d ic so lu tio n s e x c e p t o f e q u ilib riu m p o in ts. T h is b ifu rc a tio n to p e rio d ic so lu tio n s
is n o rm a lly c a lle d th e P o in c a r¶e { A n d ro n o v { H o p f b ifu rc a tio n . A n a lo g o u sly to th e p itch fo rk
c a se , w e d istin g u ish h e re th e tw o m a jo r c a se s, su p e rc ritic a l a n d su b c ritic a l H o p f b ifu rc a tio n .
F o r m o re c o m p lic a te d sy ste m s, th e re d u c tio n to th e a b o v e tw o d im e n sio n a l fo rm a n d th e
c o m p u ta tio n o f th e le a d in g n o n lin e a r c o e ± c ie n t a w h ich d ic ta te s lim it c y c le sta b ility c a n b e
a sig n ī c a n t u n d e rta k in g .

8 .4 P o p o v a n d C ir c le C r it e r ia

Q u ite o fte n , w e n e e d to a n a ly z e a c o n tro l lo o p w h ic h c o n ta in s a n o n lin e a rity . S u ch a ty p ic a l
lo o p is sh o w n in F ig u re 4 7 . T h e tw o m e th o d s th a t w e d e sc rib e h e re e n c lo se th e n o n lin e a rity
in a lin e a r e n v e lo p e . T h e lin e a r e n v e lo p e ra th e r th a n th e p a rtic u la r n o n lin e a rity is th e n
u se d in th e su b se q u e n t a n a ly sis. T h is a p p ro a ch le a d s to su ± c ie n t b u t n o t n e c e ssa ry sta b ility
c o n d itio n s. B e fo re p ro c e e d in g to d e sc rib e g ra p h ic a l te ch n iq u e s fo r th e a n a ly sis o f a fe e d b a ck
lo o p c o n ta in in g a n o n lin e a rity , it is in stru c tiv e to c o n sid e r tw o c e le b ra te d c o n je c tu re s, b y
tw o o f th e b e st m in d s o f c o n tro l th e o ry .

1 . T h e A iz e r m a n a n d K a lm a n c o n je c t u r e s :
A iz e rm a n p o stu la te d th a t th e sy ste m o f F ig u re 4 7 w ill b e sta b le p ro v id e d th a t th e lin e a r
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sy ste m o f F ig u re 4 8 is sta b le fo r a ll v a lu e s o f k in th e in te rv a l [k ; k ] w h e re k , k a re d e ¯ n e d1 2 1 2

b y th e re la tio n
N (e )

k · · k ;1 2e
fo r a ll e 6= 0 . In th is n o ta tio n k , k re p re se n t a lin e a r e n v e lo p e su rro u n d in g th e n o n lin e a rity ,1 2

se e F ig u re 5 1 w h e re A sta n d s fo r k a n d B fo r k . A iz e rm a n 's c o n je c tu re , re a so n a b le a s it1 2

m ig h t so u n d , is fa lse a s h a s b e e n sh o w n b y c o u n te r{ e x a m p le s.

K a lm a n su g g e ste d th a t th e sy ste m o f F ig u re 4 7 w ill b e sta b le p ro v id e d th a t th e lin e a r
^ ^sy ste m o f F ig u re 4 8 is sta b le fo r a ll k in th e in te rv a l [k ; k ] w h e re1 2

d N (e )^ ^k · · k ;1 2d e

a n d w h e re
N (e )

k · · k ;1 2e
a n d

^ ^k · k · k · k :1 1 2 2

K a lm a n 's c o n je c tu re im p o se s a d d itio n a l re q u ire m e n ts o n th e n o n lin e a r ch a ra c te ristic s b u t
n e v e rth e le ss it is a lso fa lse | a g a in sh o w n b y c o u n te r{ e x a m p le s. T h e fa ilu re o f th e tw o
c o n je c tu re s sh o w s th a t in tu itiv e re a so n in g c a n n o t b e re lie d o n in n o n lin e a r sy ste m s. O n e
re a so n fo r th e fa ilu re o f th e c o n je c tu re s is th a t in sta b ilitie s m a y a rise in n o n lin e a r sy ste m s
d u e to th e e ® e c ts o f h a rm o n ic s. T h e se a re , o f c o u rse , a b se n t in lin e a r sy ste m s. In th e
fo llo w in g , w e d isc u ss b rie ° y tw o te c h n iq u e s fo r d e a lin g w ith th e p ro b le m o f F ig u re 4 7 . T h e se
tw o te ch n iq u e s, P o p o v 's a n d c irc le c rite ria , c a n b e v ie w e d a s e x te n sio n s to N y q u ist's sta b ility
c rite rio n fo r lin e a r sy ste m s.

2 . P o p o v 's s t a b ilit y c r it e r io n :
P o p o v d e v e lo p e d a g ra p h ic a l N y q u ist{ lik e c rite rio n to e x a m in e th e sta b ility o f th e lo o p sh o w n
in F ig u re 4 7 . It is a ssu m e d th a t G (s ) is a sta b le tra n sfe r fu n c tio n . T h e n o n lin e a rity N (e )
m u st b e tim e { in v a ria n t a n d p ie c e w ise c o n tin u o u s fu n c tio n o f e . T h e d e riv a tiv e d N (e )= d e
m u st b e b o u n d e d a n d N (e ) m u st sa tisfy th e c o n d itio n

N (e )
0 < < k ;

e

fo r so m e p o sitiv e c o n sta n t k . G ra p h ic a lly , th e la st c o n d itio n m e a n s th a t th e c u rv e re p -
re se n tin g N m u st lie w ith in a p a rtic u la r lin e a r e n v e lo p e . A su ± cie n t c o n d itio n fo r glo ba l
a sy m p to tic sta b ility o f th e fe e d b a c k lo o p m a y th e n b e sta te d a s:

If th e re e x ists a n y re a l n u m b e r q a n d a n a rb itra rily sm a ll n u m b e r ± > 0 su ch th a t

1
< f (1 + j ! q )G (j ! )g + ¸ ± > 0 ;

k

fo r a ll ! th e n fo r a n y in itia l sta te th e sy ste m o u tp u t te n d s to z e ro a s t ! 1 .
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T h e p ro o f c a n b e fo u n d in m o st te x tb o o k s o n n o n lin e a r c o n tro l a n d it m a k e s u se o f L y a -
p u n o v 's d ire c t m e th o d .

T o c a rry o u t a g ra p h ic a l te st b a se d o n th e a b o v e e q u a tio n , a m o d ī e d tra n sfe r fu n c tio n
¤G (j ! ) is d e ¯ n e d b y

¤G (j ! ) = < f G (j ! )g + j ! = f G (j ! )g ´ X (j ! ) + j Y (j ! ) :

T h e c rite rio n th e n , in te rm s o f X a n d Y , b e c o m e s

1
X (j ! ) ¡ q Y (j ! ) + ¸ ± > 0 :

k
¤T h e G (j ! ) c u rv e (th e so c a lle d P o p o v lo c u s) is p lo tte d in th e c o m p le x p la n e . T h e sy ste m

is th e n sta b le if so m e stra ig h t lin e , a t a n a rb itra ry slo p e 1 = q , a n d p a ssin g th ro u g h th e ¡ 1 = k
¤p o in t a v o id s in te rse c tin g th e G (j ! ) lo c u s. F ig u re s 4 9 a n d 5 0 sh o w tw o p o ssib le g ra p h ic a l

re su lts fo r sta b le a n d n o t n e c e ssa rily sta b le situ a tio n s re sp e c tiv e ly . R e c a ll th a t th e te st g iv e s
a su ± c ie n t c o n d itio n fo r sta b ility a n d th a t th e fe e d b a c k lo o p w h o se re su lt is g iv e n in F ig u re
5 0 is n o t n e c e ssa rily u n sta b le .

3 . T h e c ir c le m e t h o d :
T h e c irc le m e th o d o f sta b ility a n a ly sis c a n b e c o n sid e re d a s a g e n e ra liz a tio n o f P o p o v 's
m e th o d . C o m p a re d w ith th a t m e th o d it h a s tw o im p o rta n t a d v a n ta g e s:

1 . It a llo w s G (s ) to b e o p e n lo o p u n sta b le ;

2 . It a llo w s th e n o n lin e a rity to b e tim e v a ry in g .

T h e n o n lin e a rity N is a ssu m e d to lie w ith in a n e n v e lo p e su ch th a t,

A e < N (e ; t) < B e ;

a s sh o w n in F ig u re 5 1 . T h e n it is a su ± c ie n t c o n d itio n fo r a sy m p to tic sta b ility th a t th e
N y q u ist p lo t G (j ! ) lie s o u tsid e a c irc le in th e c o m p le x p la n e th a t c ro sse s th e re a l a x is a t
th e p o in ts ¡ 1 = A a n d ¡ 1 = B a n d h a s its c e n te r a t th e p o in t,

· µ ¶ µ ¶¸1 1 1 1 1 1
¡ + + j ! q ¡ ;

2 A B 2 A B

fo r so m e re a l v a lu e o f q . H e re it is a ssu m e d th a t A < B .

T h is is th e so c a lle d g e n e ra liz e d c irc le c rite rio n . N o tic e th a t th e c e n te r o f th e c irc le
d e p e n d s o n b o th fre q u e n c y a n d ch o ic e o f th e v a lu e o f q . In re tu rn fo r a lo ss o f sh a rp n e ss
in th e re su lt (re m e m b e rin g th a t th e m e th o d g iv e s a su ± c ie n t c rite rio n ), q c a n b e se t e q u a l
to z e ro a n d th e n a sin g le fre q u e n c y in v a ria n t c irc le re su lts (F ig u re 5 2 ). T h e c irc le c a n b e
c o n sid e re d a s th e g e n e ra liz a tio n o f th e (¡ 1 ; 0 ) p o in t in th e N y q u ist te st fo r lin e a r sy ste m s.
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